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RESUMO

Apesar do grande avanco na area de hardware computacional e das melhores técnicas
atuais para a resolucao de problemas de otimizacao combinatéria, nem sempre é possivel
a obtencao do 6timo global para alguns problemas praticos de localizacao de facilidades
em um tempo computacional aceitavel devido a classificacao como NP-hard e ao porte
do problema. Esta tese explora a representacao de restricoes de problemas em grafos e
uma estratégia de particionamento para resolver problemas de localizagao de facilidades,
usando relaxagoes e método de decomposicao. Sao abordados dois problemas de localizagao
de facilidades: o Problema de Localizacao de Facilidades nao-Capacitado e o Problema
Probabilistico de Localizacao-Alocacao de Maxima Cobertura. Para os dois foram
aplicados a Relaxagao Lagrangeana com Clusters (LagClus) e um Algoritmo de Geragao de
Colunas. O primeiro problema foi modelado por meio de um grafo de conflitos. O segundo
foi modelado por um grafo de cobertura, pois, devido as caracteristicas do problema, gera
uma quantidade menor de restrigoes relaxadas ou de acoplamento, permitindo a obtencao
de melhores limitantes. A relaxacao lagrangeana tradicional e a relaxacao de Programacao
Linear também foram aplicadas a esses problemas, de forma a obter valores para comparar
com os resultados da LagClus e da Geracao de Colunas. O Problema Probabilistico
de Localizagao-Alocacao de Maxima Cobertura foi ainda resolvido usando o Algoritmo
Genético Construtivo (AGC) e o Clustering Search (CS). Os testes computacionais em
instancias da literatura mostram resultados interessantes, e significativas conclusoes sao
apresentadas.






RELAXATIONS AND DECOMPOSITION APPROACH FOR SOME
FACILITY LOCATION PROBLEMS MODELED BY GRAPHS

ABSTRACT

Despite the great advances in computational equipment and the best known techniques for
solving combinatorial optimization problems, it is not always possible to find the optimum
solution to some practical facility location problems in a reasonable computational time,
due to their size and classification issues. This thesis explores the representation of problem
constraints in graphs and a graph partitioning strategy to solve facility location problems,
using a relaxation and decomposition approach. Two problems will be considered: the
Uncapacitated Facility Location Problem and the Queueing Maximal Covering Location-
Allocation Model. For both problems the Lagrangean Relaxation with Clusters (LagClus)
and a Column Generation Method have been applied. The first has been modeled by a
conflict graph. The second has been modeled by a covering graph that produces a smaller
quantity of relaxed or coupling constraints for this problem to obtain better bounds.
Traditional lagrangean relaxation and linear programming relaxation have been applied
to these problems in order to obtain values to compare with the results of the LagClus
and Column Generation. The Queueing Maximal Covering Location-Allocation Model has
also been solved using the Constructive Genetic Algorithm and the Clustering Search.
The computational tests report interesting results for instances from the literature and
significant conclusions are described.
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1 INTRODUCAO

Os problemas de otimizacao dividem-se em problemas com variaveis continuas e
com variaveis discretas, esses iltimos denominados combinatoriais. Nos problemas
continuos, busca-se um conjunto de nimeros reais ou mesmo uma fungao; nos problemas
combinatoriais, busca-se um objeto de um conjunto finito, ou possivelmente infinito

contavel (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998).

Um problema de otimizacao pode ser definido como um conjunto de instancias, onde cada
uma é um par (F, ¢), sendo F' um conjunto que representa o conjunto de solugoes viaveis,

e ¢ a funcao custo, tal que
c: F— Rt

O problema ¢ encontrar um f € F para o qual ¢(f) < ¢(y),Yy € F. O ponto f é
denominado solugdo étima global (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998). Neste caso, foi

considerado o problema de minimizagao. Para maximizagao, toma-se ¢(f) > c(y),Vy € F.

De forma resumida, otimizacao é a busca da melhor solucao para um dado problema
dentro de um conjunto finito ou infinito de possiveis solugoes. Um problema de otimizagao
é composto de uma funcao objetivo a ser otimizada e de restri¢oes que definem o conjunto
F. Uma fungao objetivo que apresenta um tinico ponto de minimo é denominada de fungao
unimodal. Quando uma funcao apresenta mais de um ponto de minimo, ela é denominada

de fung¢ao multimodal.

Particularmente, a otimiza¢ao combinatdéria (OC) caracteriza-se por apresentar um espago
de busca composto de combinagoes dos elementos de estruturas discretas, cujo objetivo é
encontrar o minimo ou o maximo global de um determinado problema, dado um conjunto
de possiveis solucoes. No entanto, para varios problemas de interesse, a busca da solucao
6tima por um processo enumerativo (busca exaustiva) torna-se inviavel, devido ao tempo
necessario para testar todo o conjunto. Para cada pequeno incremento na dimensao do
problema, surge um grande nimero de possibilidades, gerando uma explosao combinatoéria
de possiveis solucoes e, conseqiientemente, uma explosao também no tempo computacional
(BJORNDAL et al., 1995).

Os problemas de otimizagdo que possuem fungoes multimodais podem ter uma
complexidade tal que seja impraticavel a obtencao do 6timo global em um tempo
computacional aceitdvel (por meio de métodos exatos baseados em programagao
matemadtica). Como alternativa para soluc¢ao desses tipos de problemas, vérias técnicas de

solucao vém sendo desenvolvidas ou aprimoradas, entre elas modelos matematicos mais
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ajustados, relaxacoes, heuristicas, metaheuristicas e métodos de decomposicao.

As relaxacoes possuem a vantagem de definir limitantes para a solucao 6tima e podem
apresentar uma informagao dual de boa qualidade, o que permite avaliar o quao préximo
a melhor solucao encontrada para o problema esta da solugao 6tima. Entre as relaxagoes,
destacam-se a de programacao linear, a Lagrangeana (BEASLEY, 1993), a Surrogate
e a Lagrangeana/Surrogate (NARCISO; LORENA, 1999) e a Lagrangeana com clusters
(LagClus) (RIBEIRO, 2007).

Os métodos heuristicos e as metaheuristicas sao alternativas para a busca de boas solugoes

sem a garantia da obtencao do étimo global, porém em um tempo computacional reduzido.

Algoritmos de Geragao de Colunas, Algoritmos Branch-and-Price e Algoritmos Branch-
and-Cut sao alguns métodos de decomposicao atualmente estudados. Esses algoritmos
aproveitam caracteristicas do problema original para decompo-lo em problemas
independentes (RIBEIRO, 2007).

A solugao de um problema computacional inicia-se com a busca de uma estrutura de dados
adequada a sua representacao. Uma das mais utilizadas em otimizacao é a denominada
grafo, definido por G = (V, E), em que V é um conjunto de vértices e £ um conjunto de
pares de vértices chamados arestas. Os vértices podem, por exemplo, representar pontos
de demanda de uma populacao e facilidades a serem instaladas em uma cidade, como
hospitais, bancos e postos policiais; e as arestas podem representar as ligagoes entre esses

dois elementos, que podem conter informacoes como tempo ou distancia entre eles.

Um caso particular de grafo é o denominado grafo de conflitos, que representa relagoes
logicas entre variaveis bindrias. Existe um vértice para cada varidavel bindria e seu
complemento, e uma aresta entre dois vértices quando no maximo uma das varidveis
representadas pelos vértices podem ser iguais a um na solugao étima. As arestas de um
grafo de conflitos sdo denominadas arestas de adjacéncias ou conflitos (ATAMTURK et al.,
2000).

Outro caso particular de grafo é o denominado grafo de cobertura, que permite representar
um problema de localizagao com cobertura em que os vértices representam as localizagoes

candidatas, e as arestas, a cobertura de cada ponto de demanda (CORREA et al., 2008).

Uma estratégia usada para a solucao de um problema de grande porte é a sua divisao
em problemas menores (dividir para conquistar), com a mesma caracteristica do problema
original, resolvendo-os com a ajuda de solvers comerciais. Essa divisao pode ser conseguida

com o particionamento do grafo, de forma a se obterem aglomerados ( clusters) de vértices e
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arestas. Busca-se com esse particionamento separd-lo em subgrafos. Ao remover as arestas
que ligam os agrupamentos, obtém-se partes com as mesmas caracteristicas do problema
original. O inconveniente dessa abordagem é que nao ha a garantia de que resolvendo-
se os subproblemas obtém-se a solucao para o problema original, pois trata-se de uma
relaxagao; porém, pode-se produzir um limitante de boa qualidade, o que torna o processo

interessante de ser aplicado.

De modo geral, apesar de se usar uma estrutura adequada a cada tipo de problema,
existe o inconveniente de nem sempre ser possivel encontrar a solugao 6tima em um
tempo computacional vidvel, devido a sua classificagdo como NP-hard (DASKIN, 1995)
e ao porte do problema. Alguns problemas praticos permanecem desafiadores, mesmo
com a utilizacao de solvers comerciais que contemplam as melhores técnicas atuais para a

resolucao de problemas de OC e com o grande avango na area de hardware computacional.

Entre esses problemas de OC encontram-se os problemas de localizacao de facilidades,
cuja idéia central reside na escolha de locais adequados para implantar facilidades
(centros) para o atendimento de clientes (pontos de demanda), considerando-se que certos
critérios de otimizacao devem ser atendidos. As facilidades sao centros que prestam
algum tipo de servico, tais como fabricas, hospitais, bancos e escolas, que tém como
clientes, respectivamente, depdsitos, pacientes, correntistas e estudantes. Quando existe a
necessidade de definir qual centro atendera que pontos de demanda, tem-se um problema

de localizacao-alocagao.

A representacao de um problema de OC em grafos e a estratégia de particionamento
sugerida podem ser exploradas em relaxacoes e em métodos de decomposicao. Estas,
juntamente com a aplicacao de algumas metaheuristicas em problemas de localizacao de

facilidades, sao os objetivos principais deste trabalho, cujas principais contribuicoes sao:

e Aplicagao da LagClus e do Algoritmo de Geragao de Colunas a solugao
do Problema de Localizacao de Facilidades Nao-capacitado (Uncapacitated
Facility Location Problem - UFLP), utilizando a abordagem do grafo de

conflitos.

e Resolugao de um Problema Probabilistico de Localizacao-alocacao de Maxima
Cobertura (PPLAMC) com as metaheuristicas Algoritmo Genético Construtivo
(AGCQ) e o Clustering Search (CS).

e Aplicagao da LagClus e do Algoritmo de Geragdo de Colunas a solucao de
um Problema Probabilistico de Localizagao-alocacao de Maxima Cobertura,

utilizando a abordagem do grafo de cobertura.
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Esta tese esta organizada da seguinte forma:

e CAPITULO 2: Apresentacao dos conceitos basicos sobre problemas de
localizacao de facilidades, grafos (de conflitos e de cobertura), particionamento

de grafos, relaxacoes, geracao de colunas, Algoritmo Genético Construtivo e
Clustering Search (CS).

e CAPITULO 3: Apresentacao do problema de localizacao de facilidades nao-
capacitado (UFLP), da aplicagao da relaxacao lagrangeana e, usando-se o grafo
de conflitos, da aplicacao da LagClus e do algoritmo de geracao de colunas a
esse problema. Apresentacao dos resultados computacionais obtidos a partir de
instancias obtidas na OR-Library e em outras com grande gap de dualidade e

de dificil solugao para a relaxagao de programacao linear.

e CAPITULO 4: Apresentacao de um Problema Probabilistico de Localizagao-
alocagao de Méaxima Cobertura (PPLAMC) e sua formulagao e as adaptagoes
necessarias a aplicacao da LagClus e do Algoritmo de Geragao de Colunas,
usando-se o grafo de cobertura. Também sao apresentadas as abordagens
do Algoritmo Genético Construtivo e Clustering Search. Apresentacao dos

resultados computacionais aplicados em instancias com até 818 vértices.

e CAPITULO 5: Apresentacao do resumo das principais contribuicoes,

conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 PROBLEMAS DE LOCALIZACAO DE FACILIDADES E ALGUNS
METODOS DE SOLUCAO

A localizacao de facilidades é um problema de otimizacao combinatoéria, que consiste na
escolha de locais adequados para implantar facilidades (centros) para o atendimento de
clientes (pontos de demanda), considerando-se que certos critérios de otimizagao devem

ser atendidos.

Os problemas de localizagao de facilidades discutidos neste trabalho sao NP-Hard
(CORNUEJOLS et al., 1990) e (DASKIN, 1995). Por isso, buscam-se técnicas alternativas
para a solucao desse tipo de problema, algumas das quais serao abordadas neste capitulo:
metaheuristicas, relaxacoes e decomposicao. Além disto, serao descritos conceitos de grafos
e particionamento de grafos, que juntamente com as relaxacoes e decomposi¢ao formam a
base para a Relaxagdo Lagrangeana com Clusters (LagClus) e do Algoritmo de Geragao
de Colunas, empregados na solucao de alguns problemas de localizacao de facilidades,

motivo deste trabalho.

Ainda como alternativa, podem-se considerar as heuristicas. Porém, por serem definidas

especificamente para um determinado problema, sao tratadas nos capitulos respectivos.

Alguns problemas classicos de localizagao de facilidades sao também discutidos neste

capitulo.
2.1 Representacao em grafos

Muitos problemas envolvendo situagoes reais podem ser convenientemente representados
por meio de um diagrama que consiste em um conjunto de pontos e um conjunto de linhas
ligando alguns ou todos os pares desses pontos. Por exemplo, os pontos do diagrama podem
representar diferentes cidades de um pais, e a linha ligando dois pontos pode indicar que
existe um servico aéreo direto entre as cidades representadas por esses pontos. Se houver
o servico aéreo apenas do ponto A para o B, uma seta com inicio em A e final em B
serd desenhada entre esses pontos, e nao de B para A. A abstracao matematica de tais
estruturas envolvendo pontos e linhas motiva o conceito de grafos (BALAKRISHNAN, 1997).
Mais detalhes sobre este assunto podem ser obtidos em (CHRISTOFIDES, 1975), (WILSON;
WATKINS, 1990), (CHARTRAND; OELLERMANN, 1992), (NETTO, 1996) e (WEST, 2000).

Um grafo nao orientado G = (V,E) consiste em um conjunto nao vazio V' de vértices e um
conjunto £ de pares nao ordenados de vértices distintos de V, ou seja E = {(u,v) : u,v €
V,u # v}. Cada par de vértices em F ¢é uma aresta em G. Um grafo G é dito ponderado

se a cada vértice e/ou aresta estiver associado um nimero real, denominado peso.
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Figura 2.1 - Grafo G = (V, E) e um possivel conjunto de pesos nas arestas.

Vérios problemas de Otimizacao Combinatéria podem ser modelados sobre grafos. O grafo
da Figura 2.1, se ponderado pelo possivel conjunto de pesos ao lado, pode representar o
Problema das p-Medianas (HAKIMI, 1964), em que os vértices sdo os pontos de demanda
e as potenciais facilidades a serem abertas (considerando-se que cada ponto de demanda
é um possivel ponto para a localizacao de uma facilidade), e os pesos nas arestas podem
significar a distancia entre esses pontos. O Problema das p-Medianas sera discutido ainda

neste Capitulo.
2.1.1 Grafo de conflitos

Conforme mencionado, um grafo de conflitos representa relacoes logicas entre variaveis
binarias. Existe um vértice para cada variavel bindria e seu complemento, e uma aresta
entre dois vértices quando no maximo uma das varidveis representadas pelos vértices
podem ser iguais a um em uma solucao factivel. As arestas de um grafo de conflitos sao
denominadas arestas de adjacéncias ou conflitos. As quatro possiveis relacoes légicas entre
duas varidveis binarias z; e z; sdo (ATAMTURK et al., 2000):

rvi=1=z=0&uz+z; <1
r,=0=z,=01—-2)+z; <1
rv=1==1c+(1—-2)<1
r,=0=r=11-z)+(1—-2;)<1

A Figura 2.2 é um exemplo de um grafo de conflitos que representa as trés restrigoes
descritas a seguir. As linhas duplas do grafo mostram o conflito entre uma variavel e seu

complemento:

28



Ii—i-l’kgl

(1—$]>+$k§1

Figura 2.2 - Grafo de conflitos.

Fonte: Adaptada de Atamtiirk et al. (2000).

Vérios problemas encontrados na literatura utilizam grafo de conflitos para a
representacao de restrigoes de um problema especifico. Entre eles, podem-se mencionar:
airline crew-scheduling (HOFFMAN; PADBERG, 1993), scheduling of jobs (IRANT; LEUNG,
2003), timetabling (BURKE et al., 1994), bioinformética (BAFNA; BANSAL, 2004), Problema
de Estivagem de Unidades de Celulose (RIBEIRO; LORENA, 2008b), Problema de
Carregamento de Paletes ao Produtor (RIBEIRO; LORENA, 2007), o Problema de Rotulacao
Cartografica de Pontos (RIBEIRO; LORENA, 2008a), e Uncapacitated Facility Location
Problem (CORREA et al., 2006a; CORREA et al., 2006b; CORREA et al., 2008).

2.1.2 Grafo de cobertura

Considere-se um problema de localizacao de facilidades com cobertura. Considere-se ainda
1€ lejéeN; emque I éo conjunto dos pontos de demanda a serem alocados e N; é
o conjunto de localizagoes candidatas que estao dentro de uma distancia padrao do no ¢
ou o conjunto de localizacoes candidatas que podem ser alcangadas do né 7 em um certo

tempo. Seja N = U1 N;.

Define-se o grafo de cobertura G = (V, E), em que V = N e E =
{(u,v) : u,v € N;,Vi € I}.

Como exemplo, considere-se [ = {1,...,5}, N = {1,...,5} e os valores mostrados na Tabela
2.1.

Tem-se Ny = {1,2,4,5}, No = {1,2,3}, N3 = {2,3,4}, N, = {1,3,4,5} e N5 = {1,4,5}.
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Tabela 2.1 - Dados de cobertura.

Pontos de demanda | Cobertura
1 1,2,4,5
2 1,2, 3
3 2,3,4
4 1,3,4,5
5 1,4,5

A Figura 2.3 mostra as cliques do ponto de demanda 1 (V1) e do ponto de demanda 3
(N3). A Figura 2.4 mostra o grafo de cobertura (cobertura de cliques) completo para este

exemplo:

5 4 4

N, N;

Figura 2.3 - Cliques (cobertura) dos pontos de demanda 1 (N1) e 3 (N3).

5 4

Figura 2.4 - Grafo de cobertura completo.

O grafo de cobertura foi utilizado para resolver o Problema Probabilistico de Localizacao-

alocacao de Maxima Cobertura, que serd tratado no Capitulo 4.

30



2.1.3 Particionamento de grafos

Dado um nimero K e um grafo G = (V, E), em que V é um conjunto de vértices com
pesos, e F um conjunto de arestas também com pesos, o problema de particionamento de

grafos é o de encontrar K subconjuntos Vi, Vs, ..., Vi de V, tal que:

a) U\ Vi=VeV,NV; =0, Vi#j.

b) W)~ W/K, i=1,2,..., K, em que W(i) e W representam, respectivamente,

as somas dos pesos dos vértices pertencentes a V; e V.

¢) A soma dos pesos das arestas que conectam os subconjuntos deve ser minima.

Todo conjunto {V; C V : 1 <i < K} é chamado de uma partigao se satisfaz a condicao a),
ou seja, cada V; é uma parte de um K-particionamento. O particionamento que satisfaz
b) é dito balanceado. De modo geral, o objetivo consiste entao em dividir G em K partes,
de forma a minimizar a quantidade de cortes nas arestas e reduzir o desbalanceamento

dos pesos nessas partes.

O problema de particionamento de grafos (PPG) é classificado como NP-hard (GAREY et
al., 1976). Por isso, algoritmos capazes de encontrar a solu¢ao étima, como o de Karisch
et al. (2000), s@o indicados para grafos pequenos (FJALLSTROM, 1998). Para problemas

de grande porte recorre-se a implementacao de algoritmos heuristicos.

Entre os algoritmos heuristicos encontrados na literatura, podem ser citados: algoritmo
de Kernighan e Lin (KERNIGHAN; LIN, 1970), bissec¢do recursiva de Simon (SIMON,
1991), Karypis e Kumar (KARYPIS; KUMAR, 1998a; KARYPIS; KUMAR, 1998b), algoritmo
paralelo de Gilbert e Zmijewski (GILBERT; ZMIJEWSKI, 1987) e os algoritmos de Johnson
et al. (JOHNSON et al., 1989), de Rolland et al. (ROLLAND et al., 1996) e de Bui e Moon
(BUT; MOON, 1996), baseados em, respectivamente, Simulated Annealing, Busca Tabu e

Algoritmo Genético.

Alguns trabalhos merecem destaque em particionamento de grafos: o de Simon (SIMON,
1991) e os de Karypis e Kumar (KARYPIS; KUMAR, 1998a; KARYPIS; KUMAR, 1998b). O
primeiro, por ser um dos trabalhos mais citados na literatura e os de Karypis e Kumar,
por criarem o aplicativo METIS usado no particionamento dos grafos de conflitos e de

cobertura empregados neste trabalho.

O primeiro (SIMON, 1991) inicia-se localizando dois vértices que possuem o maior caminho

entre si. Um deles ¢ selecionado e, usando-se busca em largura, a distancia desse vértice em
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relacao aos demais é determinada. Os vértices sao ordenados em relacao a essa distancia,
e o conjunto ordenado ¢ dividido em dois subconjuntos de mesmo tamanho e assim

sucessivamente.

Os algoritmos propostos por Karypis e Kumar (KARYPIS; KUMAR, 1998a; KARYPIS;
KUMAR, 1998b) empregam a técnica da bissecgdo recursiva em multi-niveis, que tem
se tornado o método padrao para particionar grafos grandes e irregulares. Além disso,

apresentam solucoes de boa qualidade em tempo computacional baixo .

Os algoritmos multi-niveis, em vez de tentarem realizar o particionamento do grafo
original diretamente, fazem sucessivas aproximacoes desse grafo. Em cada uma delas,
um novo grafo é gerado, de tamanho menor que o anterior. Essa fase é chamada de
Coarsening. O processo continua até que se gere um grafo pequeno, com algumas dezenas
de vértices. Entao, por ser de pequeno porte, esse grafo pode ser particionado por meio de
heuristicas eficientes, gerando boas solugoes. O passo final desses algoritmos é propagar o
particionamento do menor grafo gerado em diregao ao problema original. Essa propagacao
¢ realizada por meio de sucessivas aproximacoes do particionamento, seguidas por métodos

de refinamento. Esta fase é denominada Uncoarsening com refinamento.

O METIS ¢ capaz de realizar particionamentos de boa qualidade em questao de segundos,
mesmo em grafos com milhares de vértices. Mais detalhes sobre este assunto podem ser
obtidos em Ribeiro (2007) e na pagina web do METIS e seu manual, disponivel em (http:
//glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/download).

Outras referéncias, programas e [inks para particionamento de grafos podem ser

encontrados em: (http://www.ace.ual.es/"cgil/grafos/Graph_Partitioning.html).
2.2 Problemas de localizacao de facilidades

Nos problemas de localizagao de facilidades, uma grande variedade de respostas pode
ser dada ao simples questionamento sobre qual sera a melhor configuracao para localizar
algum tipo de servigo. Isso dependera dos critérios que devem ser adotados para este

estudo.

Um tipo de problema bastante estudado na literatura é o denominado Problema de
Localizacao de Facilidades, que envolve custos fixos para a localizacao de facilidades
e custos de producao, de transporte e distribuicao para satisfazer a demanda de
determinadas regioes. Quando cada potencial facilidade tem uma capacidade, é chamado
de Problema de Localiza¢ao de Facilidades Capacitado, ou, do inglés, Capacitated Facility

Location Problem. Quando nao existe essa restricao, de Problema de Localizacao de
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Facilidades Nao-Capacitado, ou, do ingles, Uncapacitated Facility Location Problem
(UFLP) (CORNUEJOLS et al., 1990).

Pode-se, ainda, estar interessado em instalar uma rede de postos de saide, de maneira
que a sua localizacao minimize a distancia ou o tempo de deslocamento dos usuarios
as facilidades instaladas, ou estar interessado em que o usudrio esteja dentro de um
determinado tempo ou distancia dessas facilidades. A primeira abordagem corresponde
ao que ¢ conhecido na literatura como Problema das p-Medianas; e a segunda, como

Problemas de Cobertura.

Uma boa revisao sobre problemas de localizagao pode ser encontrada em (HALE; MOBERG,
2003), (SERRA; MARIANOV, 2004), (GALVAO, 2004) e (REVELLE; EISELT, 2005). Uma
abordagem mais completa do assunto pode ser vista em (CORNUEJOLS et al., 1990) e
(DASKIN, 1995).

2.2.1 Problema de Localizagao de Facilidades Nao-Capacitado

Este problema tem como objetivo localizar facilidades para satisfazer a demanda de
determinadas regioes, de forma a minimizar o custo total do sistema, que envolve custos

fixos para essa localizacao e custos de producao, de transporte e de distribuicao.

Entre as formulacoes mencionadas na literatura para problemas de localizacao, o UFLP
destaca-se pela grande aplicabilidade em problemas reais de decisao, mesmo em areas nao
relacionadas a de localizacao de facilidades, como o particionamento de uma base de dados
e a alocagao das partigdes em um sistema de computacao distribuida (PTRKUL, 1986) e
roteamento de veiculos (SINGH, 2008).

Varios métodos para a solucao do UFLP tém sido elaborados por pesquisadores nas
ultimas décadas. A heuristica gulosa desenvolvida por Kuehn e Hamburguer (KUEHN;
HAMBURGUER, 1963) forneceu a base para o desenvolvimento e aplicagao de vérios
algoritmos construtivos, métodos de busca local e heuristicas sofisticadas para esse
problema. Existem varios algoritmos exatos, como em Cornuéjols et al. (1977) e Korkel
(1989). Erlenkotter (1978) desenvolveu uma abordagem dual para o UFLP. Embora
existam algoritmos exatos para a solucao do problema, a busca por algoritmos alternativos
(heuristicas, metaheuristicas e relaxagoes) é a escolha natural para a solucgao de instancias
de larga escala, devido a natureza NP-Hard do UFLP (CORNUEJOLS et al., 1990). Uma
heuristica efetiva e bastante usada é a heuristica lagrangeana (BEASLEY, 1993) que é
baseada na relaxacao lagrangeana com o algoritmo de otimizagao por subgradientes
(DASKIN, 1995). Corréa et al. (2006a) e Corréa et al. (2006b) aplicaram, respectivamente,

a Relaxagao Lagrangeana com Clusters (LagClus) e um algoritmo de geragao de colunas
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ao UFLP, técnicas que serao discutidas ainda neste capitulo. Varias solugoes utilizando
metaheuristicas foram aplicadas, tais como Simulated Annealing (ALVES; ALMEIDA, 1992),
Algoritmos Genéticos (KRATICA et al., 2001) e Busca Tabu (MICHEL; HENTENRYCK, 2003),
(GHOSH, 2003), (SUN, 2006). Alguns trabalhos usaram a abordagem de redes neurais
artificiais (GEN et al., 1996) (VAITHYANATHAN et al., 1996). Resende e Werneck (2006)
adaptaram ao UFLP uma heuristica hibrida que havia sido desenvolvida para a solugao do
Problema das p-Medianas. Essa heuristica ¢ chamada hibrida, porque combina elementos
de véarias metaheuristicas. Cornuéjols et al. (1990) apresentam um bom resumo histérico,

revisao de aplicacoes e métodos de solucao para o UFLP.

Uma modelagem mateméatica do problema de localizacao de facilidades nao-capacitado
(UFLP) é obtida se consideradas as varidveis a seguir descritas (CORNUEJOLS et al., 1990).
Considera~se 7 € [ e j € J, em que [ é o conjunto dos pontos de demanda a serem alocados
e J ¢ o conjunto de localizacoes candidatas. Seja y; = 1, se uma facilidade é localizada
no vértice j e y; = 0, caso contrario; seja z;; = 1, se o ponto de demanda ¢ for alocado
a facilidade 7, x;; = 0, caso contrario. O parametro ¢;; define o custo de servir o cliente
i pela facilidade j e o parametro f; define o custo fixo de se abrir uma facilidade em j.

Entao, o UFLP pode ser formalmente definido como:

W(UFLP) =min» > ez + Y fy (2.1)

el jeJ jeJ

Sujeito a

Y wy=1 Viel (2.2)

JjeJ
Lij S Y; Vi € ], \V/j eJ (23)
Ti; € {0, 1}, Y; € {0, 1} Viel, VjelJ (24)

A funcao objetivo 2.1 minimiza o custo total do sistema. As restrigoes 2.2 impdem que
cada ponto de demanda seja alocado a somente um centro. As restrigoes 2.3 definem que
somente é possivel alocar um ponto de demanda ¢ a um centro j se houver um centro em

j. As restricoes 2.4 definem as condicoes de integralidade.
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Para o problema capacitado é acrescentada a restricao 2.5, em que a; define a demanda

do ponto i e k;, a capacidade da facilidade na posicao candidada j:

Zaixij S Iij VJ & J (25)

iel
2.2.2 Problemas de Localizagao com Coberturas

Uma maneira usual de definir a qualidade de servigos a serem prestados a usuarios é
considerar a distancia (ou o tempo) entre pontos de demanda e a facilidade a qual eles
sao alocados. Normalmente, a alocacao de demandas é feita a facilidade mais proxima. Se
a distancia ou o tempo entre eles estiver abaixo ou acima de um determinado valor critico,

o servico sera considerado, respectivamente, adequado ou inadequado (DASKIN, 1995).

Quando uma facilidade atende um ponto de demanda, diz-se que este ultimo esta coberto
pelo primeiro. Em termos gerais, um ponto de demanda ¢é dito coberto se existe pelo
menos uma facilidade dentro de um raio de cobertura definido por uma distancia ou um
tempo de deslocamento previamente especificado. Otimizar a distancia ou o tempo de
deslocamento é o objetivo de varios modelos existentes em problemas de localizacao com

cobertura.

Entretanto, a maneira de tratar a cobertura dos pontos de demanda depende dos objetivos
buscados pelos tomadores de decisao. Em aplicagoes do setor privado, busca-se maximizar
o lucro ou vencer a concorréncia em ambientes competitivos, enquanto no setor piblico
busca-se minimizar os custos ou maximizar a universalidade de atendimentos, a eficiéncia
e a igualdade na distribuigdo dos servigos (MARIANOV, 2003). Esses tultimos sao dificeis
de medir e sao, normalmente, tratados pela minimizacao dos custos de localizacao e de
operacao necessarios a cobertura total dos servigos ou pela busca da méaxima cobertura, no
caso de recursos restritos. Estes dois casos sao vistos na literatura como, respectivamente,
cobertura de conjuntos (Location Set Covering Problem - LSCP) e de maxima cobertura
(Mazimal Covering Location Problem - MCLP) (MARIANOV, 2003), com as formulagdes

mostradas a seguir.
2.2.2.1 Cobertura de Conjuntos - LSCP

Este modelo busca localizar um nimero minimo de centros necessarios para obter a
cobertura obrigatéria de todas as demandas. Em outras palavras, toda demanda tem

pelo menos um centro localizado dentro de uma distancia ou tempo padrao.

O LSCP tem também uma grande importancia pratica, pois é usado para modelar uma
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uma grande variedade de aplicacoes. Entre elas, podem-se citar: preservagao ambiental
(MARIANOV et al., 2008), escalonamento de tripulagao de véo (MEDARD; SAWHNEY, 2007)
e o problema de loteria (JANS; DEGRAEVE, 2008). Boas referéncias para aplicagoes podem
ser encontradas em Ceria et al. (1998), Ceria et al. (1997).

Vérios métodos foram desenvolvidos para a solucao do LSCP. Algoritmos exatos podem
ser encontrados em Fisher e Kedia (1998), Beasley e Jornsten (1992), Balas e Carrera
(1996), Caprara e Toth (2000). Este dltimo compara diferentes algoritmos exatos para
o LSCP. Entretanto, devido a natureza NP-hard deste problema, buscam-se algoritmos
alternativos para a solucao de instancias de larga escala, como as heuristicas de Monfroglio
(1998), Brotcorne et al. (2002), Lan et al. (2007) e outras baseadas na relaxacao
lagrangeana (BEASLEY, 1990) e relaxagao surrogate (LORENA; LOPES, 1994). Huisman
(2007) aplicou um algoritmo de geragao de colunas a este problema. Virias solugdes
utilizando metaheuristicas também foram desenvolvidas, tais como GRASP (BAUTISTA,
2007), Algoritmo Genético (LORENA; LOPES, 1997) e Simulated Annealing (JACOBS;
BRUSCO, 1995).

Para definir formalmente o LSCP, as localizacoes sao representadas pelas varidveis binarias

xj, com xz; = 1, se o ponto j for selecionado, j = 0, caso contrério.

v(LSCP) = Mz'nzgcj (2.6)
jed
Sujeito a
d ay>1 Viel (2.7)
JEN;
z; €{0,1} VjeJ (2.8)
Em que

J = conjunto de pontos candidatos a facilidades (indexados por j).
I = conjunto de pontos de demanda (indexados por 7).

N; = {jld;j < S} com d;; = menor distancia da localiza¢do potencial da facilidade j ao

ponto de demanda i, e § = distancia padrao de cobertura. N; é o conjunto de todas as
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potenciais posigoes candidatas a facilidades que estao dentro da distancia padrao S do

ponto de demanda i.

A funcao objetivo 2.6 minimiza a quantidade de facilidades necessarias. As restrigoes 2.7
definem que um ponto de demanda deve estar coberto por pelo menos um centro localizado

dentro da distancia padrao S. A natureza binaria das variaveis é dada pela restricao 2.8.
2.2.2.2 Maxima Cobertura - MCLP

O Problema de Localizagdo de Maxima Cobertura (MCLP) tem sido bastante tratado
na literatura desde a sua formulagao feita por Church e ReVelle (1974) e tem origem
na necessidade de se obter a configuragao ideal para localizar facilidades que atendam
o maior nimero de individuos de uma populacao, considerada uma dada distancia ou
um tempo padrao do ponto de demanda. Nao se busca com este modelo atender toda a
populacao, mas oferecer o maximo de atendimento considerando os recursos disponiveis.
Varios modelos aplicados a uma grande faixa de problemas, nos setores ptiblico e privado,
sao extensoes dessa formulagao, adaptados para melhor representar a realidade. Uma
dessas extensoes sera vista no Capitulo 4. As aplicagoes variam de sistemas de emergéncia
(EATON et al., 1986; CURRENT; O’KELLY, 1992), servigos hierdrquicos de saide (MOORE;
REVELLE, 1982), controle de polui¢cao do ar (HOUGLAND; STEPHENS, 1976), a sistemas
congestionados (MARIANOV; SERRA, 1998; MARIANOV; SERRA, 2001). Os métodos de
solugdo para o MCLP incluem relaxagdo de programagao linear (CHURCH; REVELLE,
1974), heuristicas gulosas (DASKIN, 1995), relaxagdo lagrangeana (GALVAO; REVELLE,
1996), relaxagao lagrangeana/surrogate (LORENA; PEREIRA, 2002), geracdao de colunas
(PEREIRA et al., 2007), entre outros métodos. Consideravel revisdo deste tema pode ser
encontrada em Chung (1986), Hale e Moberg (2003), Serra e Marianov (2004), Galvao
(2004).

Formalmente, as localizagoes sao representadas pelas varidveis binarias y;, com y; = 1,
se 0 né 1 estiver coberto, e y; = 0, caso contrario. Sendo a; a demanda do ponto ¢, S a

distancia padrao de cobertura e p a quantidade de facilidades a serem abertas, tem-se:

v(MCLP) = Maz ) _ awy; (2.9)
el
Sujeito a
<Y x; Viel (2.10)
JEN;
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d aj=p (2.11)

jeJ
zj,y; € {0,1} VjelJ Viel (2.12)

Em que, I, J, N; e xj sao os conjuntos definidos para LSCP. A func¢ao objetivo 2.9 maximiza
a demanda dos nds cobertos. As restricoes 2.10 definem que a demanda no né i estara
coberta se existir pelo menos uma facilidade localizada dentro de um tempo ou distancia
padrao. A restricao 2.11 define o niimero total de facilidades a serem abertas. As restrigoes

2.12 tratam das condigoes de integralidade.
2.2.3 Problema das p-Medianas

A busca de p-medianas é um problema classico de localizacao. Consiste em localizar p
facilidades ou recursos (medianas), de forma a minimizar a soma das distancias de cada
vértice a sua facilidade mais préxima, estando sujeito a algumas restri¢oes, tais como, cada
vértice deve ser atendido por apenas uma facilidade instalada e exatamente p vértices

devem ser escolhidos para a instalacao das medianas.

O Problema das p-Medianas (p-Median Problem - PMP) apresenta um grande nimero de
aplicacoes na literatura para a area de localizagao. A primeira foi a determinacao de centros
de comutagcado em redes de comunicagoes, feita por Hakimi (1964), Hakimi (1965). Também
é aplicada em roteamento de veiculos (KOSKOSIDIS; POWELL, 1992), particionamento de
um territério em distritos eleitorais (political districting problems) (BOZKAYA et al., 2003),
projeto de redes de computadores (PIRKUL, 1987), modelo de localizagao dinamica, em
que uma facilidade pode estar fechada em qualquer periodo do horizonte de planejamento,
porém, em um dado periodo, exatamente p facilidades devem estar em operagao (GALVAO;
SANTIBANEZ-GONZALEZ, 1992), entre outras.

Os métodos de solucao para o Problema das p-Medianas incluem algoritmos baseados no
método branch-and-bound (JARVINEN et al., 1972), relaxacao lagrangeana (CORNUEJOLS
et al., 1977), heuristica lagrangeana/surrogate (SENNE; LORENA, 2000), geracao de colunas
(LORENA; SENNE, 2004; PEREIRA, 2005; SENNE et al., 2005). Métodos heuristicos podem
ser encontrados em Teitz e Bart (1968), Pirkul (1987) e Lorena e Senne (2003). Vérias
solugoes utilizando metaheuristicas também foram desenvolvidas, tais como GRASP
(RESENDE; WERNECK, 2002), Simulated Annealing (CHIYOSHI; GALVAO, 2000), Algoritmo
Genético (ALP et al., 2003), Algoritmo Genético Construtivo (LORENA; FURTADO, 2001),
Busca Tabu (BOZKAYA et al., 2003), VNS (FLESZAR; HINDI, 2008), Clustering Search
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(CHAVES et al., 2008). Consideravel revisao deste tema pode ser encontrada em Galvao
(2004), Mladenovic et al. (2007).

O Problema das p-Medianas pode ser formulado como um problema de programagao linear
inteira bindria. Formalmente, as alocagoes sao representadas pelas varidveis bindrias x;;,
tal que 7,7 € N, em que N = 1,..,n é o conjunto dos pontos de demanda a serem alocados.
Considera-se z;; = 1, se o ponto de demanda ¢ for alocado a mediana j, z;; = 0, caso

contrario; z;; = 1 se o né j é uma mediana e z;; = 0, caso contrario.

Sendo assim, este problema possui a formulagao descrita a seguir:

v(PMP) = Min» " " dyay; (2.13)

€N jEN
Sujeito a
wy=1 jeN (2.14)
iEN
T4 < Ljj; VZ,] eN (215)
Y ow=p (2.16)
jEN
vy €{0,1}; Vi,jeN (2.17)
Em que:
e [dij] .., ¢ uma matriz simétrica de custos (distancias), com d;; =0, Vi € N.

o (7] ., ¢ amatriz de alocagao.
e p é o numero de medianas;

e 1 ¢ o numero de pontos de demanda.

As restricoes 2.14 garantem que cada né ¢ seja alocado a apenas uma mediana j e as

restrigoes 2.15 definem que essa alocacao somente sera feita se existir uma mediana em j.
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A restrigao 2.16 define a quantidade de medianas a serem localizadas e as restrigoes 2.17

tratam das condicoes de integralidade.
2.3 Relaxacao

Considere o seguinte problema de programacao inteira, escrito em notacao matricial,
referido como problema (P), em que z é o vetor de varidveis de decisdo, ¢ é o vetor

de custos, b e e sao vetores de disponibilidades de recursos e A e D sao matrizes de

coeficientes.
v(P) = Min cx (2.18)
Sujeito a
Azx <b (2.19)
Dz <e (2.20)
x € {0,1} (2.21)

Uma relaxacdo do problema (P) é um problema de otimizagao, (RP), que possui as
seguintes propriedades: (i) o conjunto de solugoes vidveis de (P) é um subconjunto das
solucoes viaveis de (RP), e (ii) considerando problemas de minimizacao, o valor da funcao
objetivo de (P) pode ser maior que o correspondente valor de (RP), isto é, v(P) > v(RP)
(WOLSEY, 1998).

Como foi relatado, os problemas de otimizacao podem ter uma complexidade tal que
seja impraticavel a obtencao do 6timo global por meio de métodos exatos em um tempo
computacional aceitdvel. Uma estratégia para resolver (P) consiste em resolver uma
seqiiéncia de problemas mais “faceis”, obtidos a partir de relaxagoes do problema original,
de forma a se obter limites para a solugdo 6tima de (P) a partir da solucdo desses
problemas. E nesse contexto que as diferentes relaxacoes tém sido desenvolvidas ao longo
do tempo. Pode-se considerar, sem perda de generalidade, que (P) é um problema vidvel e
que o conjunto de solugoes vidveis de cada problema relaxado obtido de (P) é um conjunto
finito (ESPEJO; GALVAO, 2002).

Para garantir a optimalidade de uma solugao x* de (P) basta encontrar um limitante

inferior (limitante dual) z, tal que v(z) < v(z*) e um limitante superior (limitante primal)
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z, tal que v(z) > v(z*), de forma que v(z) = v(z). A optimalidade de uma solu¢ao pode
ser buscada com um algoritmo que consiga encontrar uma ordem crescente de limitantes
duais v (z;) < v (z,) < ... <v(z,) e uma ordem decrescente de limitantes primais v (Z;) >
v (Z2) > ... >v(T,), até que v (Z,) — v (z,) < €. Dependendo do valor de € (por exemplo,
e < 1, para problemas com coeficientes inteiros), pode-se garantir a optimalidade, que

sera o valor de v ().

O maior desafio de uma relaxacao é o de encontrar bons limitantes duais. Uma boa
abordagem para esse desafio é a relaxacao lagrangeana com a otimizacao do limitante
dual obtida por meio do algoritmo de subgradientes (HELD; KARP, 1970; PARKER; RARDIN,
1988; PIRKUL; SCHILLING, 1991; LORENA; SENNE, 2003) que serd vista a seguir.

2.3.1 Relaxacao Lagrangeana

Define-se a relaxacao lagrangena do problema (P) com respeito ao conjunto de restrigoes
Az < b acrescentando-se um vetor de multiplicadores de Lagrange u com sinal apropriado
a esse conjunto de restrigoes, incorporando o produto obtido & funcao objetivo. A relaxacao

lagrangeana (L, P) do problema (P) é dada por:

v (L, P) = Min cx + u(Azx — b) (2.22)

Sujeito a
Dz <e (2.23)
r €{0,1} (2.24)

As restrigoes escolhidas Axr < b sao as restrigdes que permitem que o problema (P) seja

mais “facilmente resolvido”, caso sejam removidas.

O problema (L, P) é um problema em z, resolvido para um dado vetor fixo u > 0,
escolhido para garantir que v(L,P) < v(P). Se as restri¢oes forem do tipo Az > b, os
multiplicadores devem ser nao positivos para garantir v(L,P) < v(P). O sinal de u serd
irrestrito se Ax = b. A qualidade do limite gerado depende do valor de u e encontrar bons
limites por meio dessa relaxacao depende de se encontrar um conjunto de multiplicadores

u que resolve o chamado dual lagrangeano (DL), dado por:
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O ideal é encontrar o valor 6timo do dual lagrangeano igual ao valor étimo do problema

original (P). Se esses valores nao sao iguais, diz-se, entao, que existe um gap de dualidade,

cujo valor é dado

A funcao v(L, P)

que seja diferenciavel no ponto 6timo. Com isso, nao se podem usar gradientes, que
sao substituidos por subgradientes e aproximam no sentido lagrangeano as solugoes do
problema relaxado & solugao 6tima (REEVES, 1995; ESPEJO; GALVAO, 2002). A otimizacao

do dual lagrangeano é obtida por meio do algoritmo de subgradientes, que é mostrado na

Min cx + u(Ax —b)
Mgom sujeitoa Dx < e
- r €{0,1}

pela diferenca entre os dois valores 6timos.

é linear por partes e concava (PARKER; RARDIN, 1988). Por ser concava,

o 6timo local é 6timo global. Entretanto, por ser linear por partes nao se pode garantir

Figura 2.5.
Passo 0: Inicializagéo.
Facau'>0, k<« 1,V0« -
Passo 1: Relaxagdo Lagrangeana
Resolver L P. Se (Ax*-b) < 0 e u( Ax*-b) = 0, pare, pois x*
resolve o problema primal P e v(L,P) = v(DL) = v(P).
Passo 2: Guardar a melhor solugdo dual
Se V¥t < v(L,P) = cx* + u(Ax*-b), faga v «— v(L.P). Caso
contrario, faga v<«v*™.
Passo 3: Calcular o passo do subgradiente
Ache um novo ponto
Ut = Uk + i (AX*-b)/||Ax*-b||, sendo 7 0 tamanho do passo que
satisfaz as seguintes condicdes:
1) m>0, paratodo k
2) limz, =0
k—o
3) Zﬂ'k = 400
k=1
Passo 4: Projecao
Projete o novo valor u“**, fazendo:
Ui « Max {O, ujk*l} Vj
Faca k « k + 1 e volte ao passo 1.

Figura 2.5 - Algoritmo de Subgradientes.

Fonte: Adaptado de Parker e Rardin (1988).
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Dois detalhes sao importantes sobre o algoritmo de subgradientes. Primeiro, como os

k ¢ mantido

passos do algoritmo nao garantem melhorias em v(L, P), o valor da solugao v
no Passo 2. Segundo, o tamanho de 7, deve respeitar as condigoes descritas no Passo 3
para que haja convergeéncia. Parker e Rardin (1998) apresentam um exemplo e provam que
o algoritmo contém condigoes suficientes para garantir a convergéncia do método. Outros

detalhes desse algoritmo podem ser encontrados em Narciso (1998).
2.3.2 Relaxacao Lagrangeana com Divisao em Clusters (LagClus)

A relaxac@o lagrangeana com divisdao em clusters surgiu do trabalho de Ribeiro (2007),
que adaptou os resultados de Warrier et al. (2005), os quais desenvolveram um algoritmo
Branch-and-Price para o problema de Maximo Conjunto Independente de Vértices com
Pesos (PMCIVP). O PMCIVP pertence a classe de problemas que podem ser decompostos
em subproblemas do mesmo tipo do original. A abordagem de Warrier et al. (2005)
considera o particionamento do conjunto de vértices do grafo de conflitos para a obtengao
de subgrafos induzidos de mais facil solu¢ao. O problema original é entao reformulado
usando-se a decomposigado Dantzig-Wolfe (BAZARAA et al.,, 1990) e esses subproblemas
passam a gerar colunas para a decomposi¢ao, aproximando as solugoes do problema
original. A solucao apresentada pelos autores mostra sucesso na abordagem, porém com
tempos computacionais altos em alguns casos. Na tentativa de se obterem tempos mais
adequados, surgiu a idéia de aplicar a relaxacao lagrangeana a esse tipo de problema,
desenvolvendo-se a LagClus (RIBEIRO, 2007).

A idéia da LagClus é a de trabalhar com problemas que podem ser decompostos em
subproblemas com as mesmas caracteristicas do problema original, obtendo-se assim
problemas menores que podem ser resolvidos de forma exata em tempos computacionais
aceitaveis com, por exemplo, algum solver comercial. Com isso, busca-se particionar um
grafo que representa restrigoes do problema, separando-o em subgrafos com as mesmas
caracteristicas do original e relaxar no sentido lagrangeano as arestas (relacionadas a
restrigoes) que estao entre os clusters. Bons resultados dessa técnica foram obtidos para o
Problema de Estivagem de Unidades de Celulose (RIBEIRO; LORENA, 2008b), Problema de
Carregamento de Paletes ao Produtor (RIBEIRO; LORENA, 2007), Problema de Rotulagao
Cartografica de Pontos (RIBEIRO; LORENA, 2008a) e Uncapacitated Facility Location
Problem (CORREA; LORENA, 2006). Em todos estes casos, o grafo utilizado foi o de

conflitos.

O processo de aplicagao da LagClus pode ser sintetizado nas seguintes agoes:

e Montar o grafo (de conflitos ou de cobertura) G = (V, E)) do problema;,
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e Aplicar uma heuristica de particionamento para dividir o grafo G em K
clusters com aproximadamente a mesma cardinalidade, obtendo-se um K-
particionamento. O problema passa a ser entao representado por meio de sua
funcao objetivo, sujeita as restri¢oes divididas em dois conjuntos: um formado
com as restricoes que correspondem as arestas que conectam os clusters ou
arestas de ligacao; e outro com as demais restricoes, que incluem as restricoes

correspondentes as arestas intra clusters;

e Relaxar, no sentido lagrangeano, as restricoes relacionadas as arestas que

conectam os clusters; e

e Decompor a relaxagao lagrangeana resultante em K subproblemas e resolver o

dual associado por meio de um algoritmo de subgradientes.

Os subproblemas gerados com este particionamento possuem, em menor escala, as mesmas
caracteristicas do problema original. Com isto, solvers comerciais e heuristicas eficientes
podem resolvé-los de forma 6tima. Entretanto, dependendo de seus tamanhos e de suas
caracteristicas, os subproblemas podem ser tao dificeis quanto o problema original. Neste
caso, pode-se fazer o particionamento em um numero maior de clusters, porém, deve-
se avaliar a qualidade do limitante obtido. A LagClus pode ser mais ou menos forte

dependendo do valor de K. Quanto menor for K, mais forte é a relaxacao (RIBEIRO,
2007).

Resumindo, a principal idéia da LagClus é a divisao de um grafo em clusters e a relaxagao

no sentido lagrangeano das arestas de conexao entre esses clusters.
2.4 Decomposicao Dantzig-Wolfe

Considere uma empresa com varios departamentos. Cada um tem o seu planejamento a
fazer, bem como restrigoes em suas decisoes. Além disto, algumas restrigoes se aplicam
a todos os departamentos, como por exemplo, o orcamento global. Baseando-se nas
restricoes comuns, a cada departamento é solicitada a formulagao de uma proposta que
indique o seu plano 6timo. Um planejador central retine essas propostas e as combina com
propostas ja existentes para montar um plano global para a empresa. Esse novo plano
determina novos valores para as restricoes comuns. O processo é repetido para verificar se
algum departamento pode melhorar o plano global. Neste caso, pode-se considerar que o

problema tem a seguinte estrutura:
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a) Vérios grupos légicos de varidveis.
b) Muitas restrigoes afetam apenas um grupo de varidveis.

¢) Algumas restrigdes acoplam os grupos de varidveis.

Este tipo de estrutura é forte candidata a ser tratada pela idéia de “dividir para
conquistar”, sendo uma das técnicas a decomposi¢ao Dantzig-Wolfe (DANTZIG; WOLFE,
1960). Uma maneira formal de descrevé-la pode ser encontrada em Wolsey (1998) e Ribeiro

(2007), que serd resumida a seguir.

Considere um problema (P) : Maz{cz : x € X} com uma regiao factivel X que pode ser
descrita como a interseccao de dois ou mais conjuntos com a estrutura X = ﬁleXk, para
algum K > 1. Considere (P) como definido a seguir, em que z é o vetor de varidveis de
decisao, ¢ é o vetor de custos, b e d sao vetores de disponibilidades de recursos e A e D

sao matrizes de coeficientes:

K
v(P) = Max chxk (2.26)
k=1
Sujeito a
Alat + A%2? + .+ AKE =0 (2.27)
Dl.flfl < dl
<
- 2.28
< (2.28)
etezl, oo 2l eZix (2.29)
de maneira que os conjuntos X* = {xk € 7 Dizb < dk} sejam independentes para

.~ K . .
k=1,.., K, e que somente as restrigoes » ,_, Akz* = b acoplem os diferentes conjuntos

de variaveis. Considere m a cardinalidade do vetor b.

A relaxacdo lagrangeana  discutida  anteriormente permite que se tire

vantagens da estrutura definida em 2.26-2.29, pois ao relaxar 2.27, o
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problema relaxado L,P pode ser decomposto em K distintos subproblemas
K

{v (L,P) =3 Maz ((c" — ud¥) 2* : 2% € X*) + ub}, uma vez que as restrigoes
k=1

restantes sao independentes entre si.

Este problema apresenta as caracteristicas descritas no exemplo da empresa e seus
departamentos, ou seja, formados por blocos de restrigoes independentes (departamentos,
com suas decisoes e restrigoes) e por um tnico bloco de acoplamentos (restrigoes 2.27, que

correspondem as restrigdes globais da empresa).

Considerando que cada conjunto X* = {:Ek € Z : Drab < dk} possui um finito conjunto
Ty,

t=1’
como uma combinagao linear convexa de seus pontos extremos:

Ty de solugoes (pontos extremos) {x’”} cada ponto do conjunto X* pode ser escrito

n n
{:ck € Z b = Naab Y T N =1, 0 € {0, 1}V = 1, Tk} (2.30)

t=1 t=1

Assim, o problema P pode ser definido como:

K T
v(P) = Maz Y Y (Fa™) A, (2.31)
k=1 t=1
Sujeito a
K Ty
DD (AR N =b (2.32)
k=1 t=1
Ty,
d Mu=1 Vk=1..K (2.33)
t=1
Mg €{0,1} Vt=1,... T, k=1,..,K (2.34)

O problema de encontrar solucoes vidveis para X* é chamado de subproblema e o problema
descrito em 2.31-2.34 é denominado Problema Mestre (PM ). Estes dois problemas definem
a decomposicao Dantzig-Wolfe. No Problema Mestre, as restrigoes definidas em 2.32 sao
conhecidas como restricoes de acoplamento e as definidas em 2.33, como restri¢coes de

convexidade.
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Considerando a relaxagao de programagao linear do PM(PMpy), tem-se:

K T

v(PMpp) = Max Z Z (Fa™) Aps (2.35)

k=1 t=1

Sujeito a

K Ty
DD (AP Ny =b (2.36)
k=1 t=1
Ty
> Mp=1 Vk=1..K (2.37)
t=1
Mt >0 VE=1,..Tp k=1, K (2.38)

k
Seja ( b ) uma coluna para cada r € X*, {a;};", as varidveis duais associadas as
x

.~ K ., . . . < .~
m restrigdes de acoplamento e {f;},_, as varidveis duais associadas as K restrigdes de

convexidade.

Desta forma, e infelizmente, existem mais variaveis no PM que na formulacao original,
pois é criada uma varidvel para cada ponto extremo do politopo do subproblema X* =
{xk € 7 Dab < dk}, e nao é pratico armazenar os coeficientes para todos os pontos
extremos de um problema real (Martin, 1999). Isto motiva a idéia de se trabalhar com um
subconjunto X*! que representa os [ pontos extremos de X* (X lC X k) O Problema
Mestre quando considera apenas um subconjunto de pontos extremos X*! para cada #,

passa a ser denominado Problema Mestre Restrito (PMR).

Assim o Algoritmo de Geragao de Colunas, mostrado a seguir, parte da idéia inicial de
se trabalhar com um subconjunto de pontos extremos e, em seguida, gerar novos pontos
extremos de maneira sistemética. Supondo que exista um subconjunto de colunas (pelo

menos uma para cada k), a relaxagao de programagao linear para o PMR pode ser obtida:

3(PMRpp) = Max é\ (2.39)

Sujeito a
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AN=1b (2.40)

A>0 (2.41)

B b B _
Em que b = ) ¢ e X sao os correspondentes custos e varidveis e A é uma matriz
gerada conforme o nimero de colunas disponiveis, descrita da seguinte forma:

Algbl o AlghTy A220 0 A%2p2T: 0 AKpEL o AR KTk

1 e 1
1 . 1
1 e 1

Ao resolver o PM Rpy, obtém-se uma solucao 6tima 2 do problema e uma solucao
6tima dual (o, 3) € R™x RE. Qualquer solucio vidvel do PM Rpy, é viavel para PMpry.

Em particular, se \* é uma solugdo vidvel de PMpy, entdo 9(PMRpy) = N =

m K
aibi+ Y B <v(PMpyp).
i=1 k=1
E necessdrio verificar se (o, B) é um dual vidvel para o PMpy. Isso implica verificar para
cada coluna, para cada k e para z € X* se o custo reduzido c*x — aAfz — 5, < 0.
Entretanto, em vez de tratar cada ponto separadamente, tratam-se todos os pontos em

X" implicitamente ao resolver um subproblema de otimizacao:

v(G) = Maz {(" —aA)z - Bz e XF} VE=1,. K (2.42)

Se v(¢x) > 0 para algum k, a solucdo correspondente & solugao Gtima ¥ do subproblema
k~k
"z

Ak~k

) deve ser inserida no PM Rpy,
z

tem um custo reduzido positivo, entao a coluna (

e o novo PMR deve ser resolvido.

Do subproblema, tem-se que v ((x) > (ck’ — ocAk) x — (3 para todo x € X*. Isto implica
que (¥ — aA*¥) z— B —v(¢*F) < 0 para todo x € X*. Assim, sendo ¢ = (v (1), .., v (Ck)),

tem-se que (a, 3+ ¢) é um dual vidvel para o PMp. Portanto,
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v(PMpy) <ab+ Y (B +v(G) (2.43)
k=1

As definigoes acima conduzem a um algoritmo para PMp;, que termina quando v ((;) = 0,
para todo k = 1, ..., K, que é denominado Algoritmo de Geracao de Colunas. A Figura

2.6 apresenta um esquema basico desse algoritmo.

Passo 0 : Inicializacdo
Determine um conjunto inicial de colunas para 0 PMR.

Passo 1: Resolucéo do PMRp,.

Resolva 0 PMRp,.
Obtenha os valores duais (¢, f).

Passo 2: Atualizacéo e resolucéo dos subproblemas geradores de colunas.
Com os valores duais (&, f) do PMRp,, atualize e resolva os
subproblemas.

Se =0, parak =1,...,K, va para o Passo 4.
Se k> 0, para algum k, va ao Passo 3.

Passo 3: Adicione colunas no PMRp,.

Adicione as novas colunas com custo positivo no PMRp,.
Volte ao Passo 1.
Passo 4: Pare, pois a solucdo € 6tima.

Figura 2.6 - Algoritmo basico de geragdo de colunas.

Fonte: Adaptada de Ribeiro (2007).

2.5 Algoritmo Genético Construtivo

O algoritmo genético foi concebido por Holland, em 1960, e aperfeicoado nas décadas de
1960 e 1970, por ele proprio e por seus colegas da Universidade de Michigan. Vérios
refinamentos do método surgiram nas décadas seguintes. Alguns deles e informacoes
bésicas podem ser vistas em Goldberg (1989), Lacerda e Carvalho (1999).

O Algoritmo Genético Construtivo (AGC) (FURTADO, 1998) trabalha com uma populacao
inicial composta por estruturas e esquemas. As estruturas referem-se a qualquer cadeia
contendo ou nao o simbolo #, chamado de curinga e representa um ponto ainda nao
definido para o problema; os esquemas fazem referéncia explicita a uma estrutura que
contém o simbolo #, isto é, uma populacao de solucoes candidatas parciais ou incompletas,

que servirao de base para a construcao de uma populacao com solugoes melhores
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completas, ao longo do processo evolutivo.

O AGC possui os operadores tradicionais de sele¢cao, cruzamento e mutacao, e difere
dos algoritmos genéticos convencionais na forma de avaliar os esquemas (avaliagao-fg),
na possibilidade de usar heuristicas para definir a funcao de avaliagao da aptidao dos
individuos e no tratamento de uma populagao de tamanho varidvel (OLIVEIRA; LORENA,
2004; OLIVEIRA, 2004).

A avaliagao-fg trata de uma dupla avaliacao de cada individuo Sy € P., que é a populagao
no instante de evolugao e. Na maximizacao, o valor de f reflete a funcao objetivo, f :
P, — R*, e o valor de g é calculado a partir de uma heuristica, g : P. — R™, tal que
g (Sk) > f(Sk), para todo Si € P,.. A primeira, fungao f, avalia a qualidade do individuo
e a segunda, funcao g, aplica uma heuristica para avaliar a vizinhanca do individuo,
atribuindo a melhor solugao encontrada ao valor de g. O individuo original nao estara
bem adaptado se a heuristica encontrar uma solugao melhor. Caso contrario, o individuo
¢ o melhor dentro da vizinhanca estabelecida pela heuristica e deve participar o maximo
possivel do processo evolutivo. Essa dupla avaliacao é aplicada da mesma forma para
qualquer tipo de individuo Sy, assim considerados os esquemas e estruturas. Deve ser

definido também um limite superior comum G pzq, > éW ay 9(Sk).
ke e

O AGC trabalha com uma populagdo de tamanho variavel, com a populacao inicial
gerada aleatoriamente. A cada geracao do processo evolutivo, novos individuos sao
criados, um para cada cruzamento entre dois individuos existentes, privilegiando os mais
bem adaptados. Esses novos individuos podem sofrer mutagao, dentro de uma certa

probabilidade definida a priori.

Um problema a ser modelado em AGC deve ser tratado como um problema de otimizacao
bi-objetivo (PBO):

min {g(Sk) — f(Sk)}
max { f(Sk)} (2.44)
Sujeito a g(Sg) > f(Sk)

Para qualquer problema de otimizagao, o PBO é formulado da mesma forma: maximizar
a fungao objetivo e minimizar o intervalo (g-f). O processo evolutivo considera um limiar
de rejeicao adaptativo que contempla ambos os objetivos do PBO, que é calculado a partir
de um ranking 6 atribuido a cada individuo da populacao, dado pela equacgao 2.45, que é

composta de:

30



a) Um componente referente & adaptacao do individuo: (g-f). Quanto menor essa

diferenca, mais adaptado estd o individuo.

b) Um componente que privilegia a maximizagdo da fungao g, definido pela

distancia entre o valor de ¢ e o limitante superior G,,,z.

¢) Uma constante d € [0,1], que tem o papel de equilibrar os componentes da

equacao.

d.Grax — [9(Sk) — [ (Sk)]
d. [Gmax — 9(Sk)]

5= (2.45)

A populacao inicial, denominada F,, é formada apenas por esquemas. Considerando como
exemplo o Problema das p-Medianas, para cada individuo, uma porcentagem das posigoes
recebe aleatoriamente o valor 2 e exatamente p posicoes recebem o valor 1, definindo,
assim, as p facilidades a serem abertas. As posicoes restantes recebem o valor #. A
Figura 2.7 mostra um possivel individuo da populacao inicial para um problema com

quatro centros e trinta nos.

HHLB LV HHHHLHRVH2HHLB2HH NV HARLH#L2H

Figura 2.7 - Possivel individuo para um problema com quatro centros e trinta nés.

Os individuos sao ordenados por valores decrescentes de §. O tamanho da populagao é
controlado dinamicamente pelo limiar de rejeicao e, que esta relacionado com o instante
de evolugao e serve para eliminar os individuos mal adaptados (0 (Sx) < e). O valor de e é
calculado pela equacao 2.46, em que d; define o melhor valor de ranking; d,p|, o pior valor
de ranking; € é uma constante que controla a velocidade de esvaziamento da populagao; | P|
é o tamanho da populacao no instante e; RG representa o nimero de geragoes restantes

no processo evolutivo e [ é um valor que garante um passo minimo nesse processo.

(51 — (s‘p‘)

24
0 +1 (2.46)

e = €1 +¢e.|P|.

Considerando-se que os bons esquemas precisam ser preservados para serem recombinados,

e é iniciado com o valor 0 (zero) e é lentamente incrementado, de geragdo em geragao.

Desde que sao criados, os esquemas e estruturas recebem os seus correspondentes valores
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de ranking (6), que sao comparados com o parametro e. Todo individuo com delta (S;) < e
é considerado mal adaptado e é eliminado da populacao. Conseqiientemente, os individuos
com maiores ¢ sao os melhores em relacao ao PBO, sobrevivem por mais geragoes e se
reproduzem mais. Com isso, a populagao no tempo de evolucao e (P,) possui tamanho
dinamico de acordo com o valor de e, conforme exemplo na Figura 2.8, podendo ser
esvaziada durante o processo. Sempre o melhor individuo de cada geragao é guardado e,

ao final, o processo evolutivo retorna a melhor solucao encontrada.

Tamanho da populagao por geragao
3000
2500 - /,_,\
2000 / \
1500

1000 \\
500

0 m

Populagao

™~ - B O
- N T WO ©
- - -—

-

- 0 O M KN - 10 O
- N < O N~ 0 O

183
197
211
225
239
253
267
281
295

Geragao

Figura 2.8 - Tamanho da populagdo a cada geracgdo.

Fonte: Adaptada de Furtado (1998).

O operador de selegdo base-guia (Furtado, 1998) escolhe duas estruturas para o
cruzamento. A primeira, denominada base (Spese), € obtida dos melhores individuos da
populacdo. A segunda, denominada guia (Syu.), é selecionada da populacao total. O
operador de cruzamento compara essas duas estruturas em posicoes correspondentes,

gerando uma nova estrutura filha (.S,pa)-

O algoritmo para o AGC pode ser resumido no pseudocodigo mostrado na Figura 2.9.
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Defina Gy, d, €, ;
e =0;
Defina a probabilidade de mutacéo;
Defina a populacéo inicial (P.);
Para todo S, < P, faca
Calcule f(Sy), g(Sk), 6(Sx); // O calculo de d(Sy) ¢ feito segundo a formula (2.45)
Fim-Para;
Enquanto (condigdo de parada ndo for satisfeita) faca
Enquanto (ndo atingir a quantidade de cruzamentos prevista) faca
Selegao (Sbase: Sguia);
Snova = Cruzamento (Spase, Sguia);
Viabilize S,qvq;
Se satisfeita a probabilidade de mutacao
Entao
Snova = Mutag‘ﬁo(snova);
Fim-Se;
Calcule f(Shova), 8(Snova)s 3(Snova);
Atualize (P., Spova);
Fim-Enquanto;
Atualize o valor de e usando a formula (2.46)
Para todo (S € P.) e (6(Sx) < o) faga
Elimine (Sy, P.)
Fim-Para;
Fim-Enquanto;

Figura 2.9 - Pseudocddigo para o AGC.

2.6 Clustering Search (CS)

A metaheuristica Clustering Search (CS), proposta por Oliveira e Lorena (2004),
consiste num processo de agrupamentos de solucoes para detectar regioes supostamente
promissoras no espaco de busca, isto é, localizar regioes representadas por agrupamentos
de solugoes com caracteristicas similares. Deste modo, uma regiao pode ser vista como um
subespago de busca definido por uma relacao de vizinhanga. O termo detec¢ao de regioes
promissoras esta associado a mecanismos capazes de identificar o potencial positivo de
certos subespacos de busca, gerando a possibilidade de interferéncia nas estratégias de
busca associadas com cada um deles (OLIVEIRA, 2004).

As regioes formadas por esses grupos de solugoes devem ser exploradas por meio de
heuristicas de busca local especificas, tao logo sejam consideradas promissoras. Busca-
se uma melhoria no processo de convergéncia associada a uma diminuicao no esforco

computacional, em virtude do emprego mais racional dos métodos de busca local.
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Um agrupamento é definido pela tripla G = {C;r;E}, em que C, r e E sdo,
respectivamente, o centréide e o raio de uma regiao promissora, e uma estratégia de
busca. O centrdéide C' é uma solucao que representa o agrupamento, identificando a sua
localizacao em uma regiao dentro do espago de busca. Inicialmente, os centrdides sao
obtidos aleatoriamente e, progressivamente, tendem a deslocar-se para pontos realmente
promissores no espaco de busca. O raio r estabelece a distancia maxima, a partir do
centréide da regido, até a qual uma solucao pode ser associada ao agrupamento. A
estratégia de busca F é uma sistematica de intensificacao de busca, na qual solugoes
de um agrupamento interagem entre si, ao longo do processo de encontrar similaridades,

gerando novas solugoes.

O CS consiste em quatro componentes conceitualmente independentes com diferentes

atribuigoes:

a) Uma metaheuristica (MH).
b) Um agrupador iterativo (AI).
¢) Um analisador de agrupamentos (AA).

d) Um algoritmo de otimizacao local (AO).

O componente MH trabalha como um gerador de solugoes de tempo integral. O
algoritmo ¢é executado independentemente dos componentes restantes e precisa ser capaz
de gerar solugoes de forma continua para a busca por similaridades. Simultaneamente,
agrupamentos sao mantidos para representar estas solucoes. Este processo trabalha como

um laco infinito, no qual solugoes sao geradas ao longo das iteragoes.

O componente Al objetiva reunir solugoes similares dentro de um agrupamento, mantendo
uma solucao no seu centroide que seja representativa para as demais solugoes. Um niimero
maximo de agrupamentos é definido a priori. Uma métrica de distancia também precisa
ser definida inicialmente, que representa uma medida de similaridade. Toda solucao gerada
pelo MH é inserida no agrupamento que lhe for mais similar, causando uma perturbacao
no seu centroide. Tal perturbacao é chamada de assimilacao e consiste basicamente em

atualizar o centréide, considerando as suas informagoes e as da nova solugao gerada.

O componente AA provée uma analise de cada agrupamento em intervalos regulares,
indicando se é ou nao, promissor. Esta indicacao ¢ dada pelo nivel de atividade dentro
do agrupamento, isto é, pela quantidade de solugoes a ele designadas. Sempre que essa
quantidade atingir certo valor y;, o agrupamento 7 precisa ser mais bem investigado para

acelerar o seu processo de convergeéncia.
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Por fim, o componente AO é um moédulo de busca local que prové a exploragao de uma
suposta regiao promissora, isto ¢, uma estratégia de busca E associada a um agrupamento.
Este processo acontece apds AA ter descoberto uma regiao promissora. Com isto, uma

busca local é aplicada ao seu centréide.
2.7 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou a fundamentacao tedrica necessaria a discussao dos topicos a
serem tratados nos proximos capitulos deste trabalho. Foram abordados os problemas
de localizagao de facilidades, grafos, relaxacoes, método de geracao de colunas, a

metaheuristica Algoritmo Genético Construtivo e Clustering Search.

No préximo Capitulo serd discutido o Problema de Localizacao de Facilidades Nao-
capacitado e apresentadas trés solugoes para esse problema: relaxacao lagrangeana,
LagClus e Algoritmo de Geracao de Colunas, sendo as duas ultimas implementadas a

partir da modelagem do problema feita por grafo de conflitos.
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3 O PROBLEMA DE LOCALIZACAO DE FACILIDADES NAO-
CAPACITADO

Neste Capitulo, apresentam-se trés solugoes para problema de localizacao de facilidades
nao-capacitado. Duas sao baseadas na modelagem em grafo de conflitos: uma utilizando
a LagClus e outra, o Algoritmo de Geragao de Colunas. A terceira é baseada na
relaxacao lagrangeana tradicional. Apresentam-se, ainda, os resultados computacionais
desses métodos aplicados a instancias com grande gap de dualidade e de dificil solucao
para a relaxacao de programagao linear (KOCHETOV; IVANENKO, 2003) e de algumas
obtidas de OR-Library (BEASLEY, 1990).

3.1 Formulagoes para o Problema de Localizagao de Facilidades Nao-

Capacitado

O UFLP foi apresentado no Capitulo 2 com a formulagao mostrada a seguir:

WUFLP) = Miny Y ey + Y fu; (3.1)

icl jeJ jeJ

Sujeito a

ay=1 Viel (3.2)

jeJ
Lij < Y; Vi € [, VJ eJ (33)
2y €{0,1}; y; €{0,1} Viel, VjeJ (3.4)

O modelo tradicional acima proposto pode ser alterado para comportar restrigoes de
adjacéncia ou de conflitos. Considerando entao o complemento das variaveis de localizagao,
ou seja, y; = 1 — y;, conforme indicado por Cornuéjols e Thizy (1982), a formulacdo do
UFLP definida em ((3.1)-(3.4)) pode ser re-escrita como mostrado a seguir. Os conflitos
aparecem nas restrigoes (3.6) e nas restrigoes definidas em (3.7), que sdo as restrigoes
(3.3) modificadas, em que apenas a variavel de alocagao ou a de localizagdo pode receber

o valor um.
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W({UFLP) = Miny Y cymii— > fili+ Y (3.5)
i€l jeJ jeJ jeJ
Sujeito a
d wy=1 Viel (3.6)
jeJ
z;5,y; € {0,1} Viel, VjelJ (3.8)
Como exemplo, considere um problema com m = || = 4 e n = |J| = 4. Com isso, o

problema U F LP pode ser assim escrito:

v (UFLP) = Min{c11X11+C12X12+C13X13C14X14C21X21 +Cop X +Co3X03+Cos Xog +

€31X311C32X32+C33X33+C34X341Ca1X41+Ca2X42+C43X43+Ca4X44
— 151 —foyo—f353—faya+t1+fa+E3+14}

Sujeito a

X11+X2+X3+x14= 1

X1 +Xo2+Xo3+Xos= 1

X31 +X32 +X33 +X34: 1

Xq1+Xa2+Xaz3+Xa4= 1

x1+y,<=1
X124y, <=1
X13+ys<=1
X1 ty,<=1
X1y, <=1
Xoo+V,<=1
X3t+y3<=1
Xty <=1
X31+y,<=1
X32FY<=1
X33t+yz<=1
X3ty <=1
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x+y<=1

Xg2+yo<=1
X43+y3<: 1
Xguty<=1

X115 X192, X135 X145 X915 X225 Xo3, Xog, X315 X325 X33, X34, X415 X425 X43, %44, Y1, Y2, Y3, ¥4 € {Oa 1}

A Figura 3.1 mostra o grafo de conflitos referente ao exemplo.

Figura 3.1 - Grafo de conflitos referente ao problema UFLP com m =n = 4.

3.2 Aplicagao da LagClus ao UFLP

Depois de definido o grafo de conflitos, deve-se particiond-lo em K subgrafos, de forma
que as restricoes de adjacéncias sejam divididas em intra e entre clusters. Antes desse
particionamento, é feito o colapso das cliques (restrigdes (3.6)) para garantir que todos os
seus vértices permanecam no mesmo cluster. Isto evita o particionamento das arestas das

cliques.
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Particionando o grafo de conflitos G = (V,E) em K partes Vi, V,,..., Vi define-se
subgrafos Gy = G [V] com o conjunto de arestas E, = E (Gy). As arestas de G que
conectam os subgrafos, isto é, que suas extremidades estao em diferentes conjuntos da

particao, compreendem o conjunto E= E\ UK | E;.

Aplicando-se uma heuristica de particionamento ao grafo de conflitos de UF LP obtém-

se a seguinte representacao matricial, em que o termo ) f;, por conter apenas valores
jeJ

constantes, serd inserido no calculo final do limitante lagrangeano:

K
v (UFLP) = Min ) _ c*x*—f*g* (3.9)
k=1
Sujeito a
-l
X
[ A Ay o A ]| LY
-o72
B 0 0 0 X
0 B, 0 0 y ~1, x"y"eBW vke{1, K} (3.10)
0 0 0 Bg | <15
y
Em que:

e A; é a matriz de dimensoes |F| x |V| de coeficientes das inequagoes associadas

com as arestas de conflitos pertencentes a E.

e By é amatriz de dimensoes E—|E|x |Vj| de coeficientes das equagoes e inequagoes

associadas com as arestas de E.

e ~ representa os operadores relacionais = ou < dependendo das restricoes

associadas (equagao ou inequagao).

O subproblema k, k € 1, ..., K, para o UFLP tem a forma:

v (UFLP), < = Min {(c* + AL ) x* — (f* — ATp) 7 : x*, 5% € 04} (3.11)
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Em que p € Rf sao os multiplicadores lagrangeanos associados com as linhas da
matriz Ay, @ é a quantidade de restrigoes relaxadas e Oy sao as restricoes associadas
ao subproblema k (cluster k). As restrigoes que definem Ay sdo usadas para obter os

subgradientes aplicados ao algoritmo descrito no Capitulo 2.

Aplicando-se a relaxacao lagrangeana sobre esse conjunto de restri¢oes e resolvendo-se os
subproblemas v (UFLP) iC, o valor do limitante da LagClus (LC,UF LP) sera dado por:

Q
v (LC,UFLP) =Y v (UFLP), =Y uy+ > f; (3.12)
k=1 q=1 jeJ

Continuando o exemplo iniciado na Secao 3.1, supondo-se a divisao em dois clusters, com
os vértices 1 e 2 no cluster 1 e os vértices 3 e 4 no cluster 2, obtém-se a Figura 3.2 (a). As
restricoes relacionadas as arestas dos clusters 1 e 2 sao mostradas na Tabela 3.1. Depois
de removidas as arestas entre clusters (arestas em negrito), os subproblemas resultantes

do particionamento sao mostrados na Figura 3.2 (b).

Tabela 3.1 - Restri¢Ges relacionadas as arestas intra e entre clusters.

Arestas intra clusters Arestas entre clusters
Cluster 1 Cluster 2
Aty <=l|ep+tys<=1|r3+y3<=1 |23 +7y; <=1
T+ <=1|wu+ty, <=1 |2u+y,<=1|13+7, <=1
T2 +yl <=1 flf43+y3 <=1 I23+g3 <=1|zn —f—yl <=1
Tog + Yy <=1 Taa + Yy <=1 Toa + Yy <=1 Ty + Yy <=1

Apés o particionamento, deve-se relaxar no sentido lagrangeano as restricoes de
adjacéncias entre clusters (Q = 8). A Tabela 3.2 mostra as arestas relaxadas e os

correspondentes subgradientes.
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Figura 3.2 - (a) Particionamento em dois clusters, (b) Clusters finais.

Tabela 3.2 - Subgradientes

Restrigoes relaxadas | Subgradientes
r13+y; <=1 T13 +Y; — 1
Tty <=1 T+ 7y, — 1
Toz3 + Y3 <=1 To3 +Ys— 1
Tog + 7y, <=1 Toa +7y — 1
31+ Y <=1 1’31"‘@1—1
ZL’32+§2<:1 x32+@2—1
JJ41+§1 <=1 x41—|—§1—1
Typ + 7y <=1 Tyo + Yo — 1
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Com os subgradientes incorporados a formulagao do problema, tem-se:

v (W)LC = Min {ciix11+ciax19+(CygF111) X3 F(Cp - p2) X  +
C21X21+C22X20+(C23+113)Xg3+(CoyH11a)Xg,+
(C31+15) %31+ (CoH16)X35+Ca3Xa3+CaaX3a+
(CqpHp7)x4y+(Cgoti8)X g FCazXaz+CaaXan+
(—f,+pust+ur) 1 4 (—fytpetus) ¥o + (—fa+pa+us) ¥s + (—f,+po+1a)¥,}

Sujeito a

X11+X2+X3+x14= 1
X1 +X22+Xo3+Xog= 1
Xg1+X32+X33+X34= 1

X41+Xa2+Xaz3+X44= 1

x11+y <=1
X12+Hy,<=1
X911y, <=1
Xo+y,<=1
X33 +ys<=1
Xy +y, <=1
Xg3+y3<=1
XgaFy, <=1

X117X127X137X147X217X227X237X247X317X327X337X347X417X427X437X447y17y27y37y4 € {07 ]-}

A relaxacao lagrangeana pode ser, agora, decomposta em 2 subproblemas e resolvida.

— . ILC .
v (Uv}?LP)1 = Min {C11X11+C12X12+(C13+N1)X13+(C14+M2)X14+
Co1Xo1 +CooXoo+(Coz+113)Xog 4 (CoyF14a)Xoy+
(—f,+us+p7)y, + (—fy+petps) v}

Sujeito a

X11+X2+X3+x14= 1

X1 +Xo2+Xo3+Xo4= 1

x1+y;<=1
X12+y,<=1
X21+y<=1
X92F+yo<=1

X11, X19; X13, X14, X015 X22, X235 X045 Y1, Y2 € {0> 1}
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————\ LC .
v (UFLP)2 = Min {<C31—|—,L65)X31+(C32+M6)X32+C33X33+C34X34+
(CyqHp7) x4y (ot hi8) Xy HCa3Xa3+HCaaXaa+
(—f5tpntps)ys + (—f+pa+ia)ya}

Sujeito a

X31+X32+X33+X34= 1

X41+Xa2+Xa3+Xa4= 1

X33 +ys<=1
X341y, <=1
X43+y3<=1
Xgaty, <=1

X31, X392, X33, X34, X415 X425 X435 X445 Y35 Y4 € {0> 1}

3.3 Decomposicao Dantzig-Wolfe e Geragao de Colunas para o UFLP

Conforme mencionado no Capitulo 2, a implementacao classica de geracao de colunas
utiliza um problema coordenador, ou problema mestre restrito (PMR), e subproblemas
geradores de colunas para o PMR. Este tltimo, por meio de suas variaveis duais, direciona
os subproblemas na busca de novas colunas que acrescentam novas informacgoes ao préprio
PMR.

A formulagao apresentada em (3.9-3.10) pode ser explorada em um Algoritmo de Geragao
de Colunas, conforme mostrado no Capitulo 2. Assim, aplicando a decomposi¢ao Dantzig-
Wolfe (DW) no problema (3.9-3.10) obtém-se o seguinte Problema Mestre Restrito:

K
v (UFLPpw) = Min 3 3 Aje (5" - £557) (3.13)
k=1 jeJg

Sujeito a

Z Z A (Apw?*) <1 (3.14)

k=1 jeJi
d Np=1 Vke{l, . K} (3.15)
JE€Jk
>\jk >0 Vke {1, ,K},j € Ji (316)
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Em que:

Ji : Conjunto de pontos extremos do cluster k.

wit = | ©
y

c® e f* : Pesos associados com vértices v € V.

jk

[ ]
b

: Vetor que define pontos extremos j € Ji.

Aji  Variaveis de decisao que correspondem a pontos extremos j € Jj.

O subproblema k,k € {1,..., K}, tem a forma da expressao apresentada em 3.11, com
o vetor de multiplicadores lagrangeanos substituidos pelo vetor de varidveis duais «

associado com as restricoes 3.14, sendo a € ERE e Q a quantidade de restrigoes relaxadas:

v (UFLP){ = Min {(c* + Afa) x* — (f* — ATa) 7" : x5, 3" € O, (3.17)

em que Oy sdo as restrigoes associadas ao subproblema k (Cluster k). Considerando o
PMR em (3.13-3.16), uma nova coluna gerada pelo subproblema &k é uma coluna a ser
inserida no PMR se o seu custo reduzido for negativo, isto é, v (UFLP) ’fc — B <0, em

que 3y é a variavel dual associada com a k"™ restricao de convexidade definida em 3.15.

A decomposicao apresentada acima fornece um modo alternativo de se obter o limitante
da LagClus para o UFLP (LCS“UFLP), dada por:

v(LCSCUFLP) =

HMN

{ (UFLP)S } ZozquZf] (3.18)

jeJ

Conforme apresentado no Capitulo 2, o Algoritmo de Geracao de Colunas necessita de
um conjunto inicial de colunas composto apenas por solugoes vidveis para o UFLP. O
algoritmo mostrado na Figura 3.3 gera uma quantidade pré-definida de colunas, e foi

utilizado nos experimentos computacionais reportados na Secao 3.4.
O processo de aplicagao da geragao de colunas pode ser sintetizado na Figura 3.4.

Os critérios de parada para o processo de geracao de colunas sao: nenhuma das novas
colunas geradas tem custo reduzido negativo ouv (PMR) < v (LC’E CUF LP). Este ultimo
critério é possivel, dado que o valor da LagClus é um limitante inferior para o processo

de geracao de colunas e o valor do PMR é também um limitante inferior quando esse
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teste é satisfeito. Com isso, o processo pode ser finalizado, mesmo tendo ainda colunas
a acrescentar. A remocao de colunas acontece quando a sua quantidade ultrapassa certo
valor prefixado definido como MaxzColunas. Sao removidas, entao, uma quantidade de

colunas com os maiores custos reduzidos.

Rotina Inserir Solucdo Viavel PMR (initCols)
/ /Seja initCols o nimero de colunas iniciais do PMR
ncols = 0; // ncols ¢ a quantidade corrente de colunas inseridas
Enquanto (ncols < initCols) Faga
nalocs = 0; //nalocs é a quantidade de alocagoes feitas
Enquanto (nalocs < |I|) Faga
Escolha um novo centro j aleatoriamente;
Para i « 1 até |I| Facga

// O custo ¢; é considerado INFINITO quando j ndo pode atender a
// demandadei.
Se c;; < INFINITO Entéo
Alocar o ponto de demanda 1 a facilidade Jj
previamente escolhida.
nalocs = nalocs + 1;
Fim-Se
Fim-Para
Fim-Enquanto
Insira a solucdo factivel no PMR
//  Cada solugdo viavel gerada pelo algoritmo acima representa K colunas no
//  PMR, uma para cada cluster.
ncols = ncols + K;
Fim-Enquanto
Fim Rotina

Figura 3.3 - Algoritmo para inserir solu¢des vidveis no PMR do UFLP.
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UFLP (3.9-3.10)

DW Decomp.
_>

UFLPpw (3.13-3.16)

’

Gerar o
conjunto inicial
de colunas para

o PMR.

—F——P»| Resolver o PMR

v

Obter as
varidveis duais

v

<

Atualizar e resolver
os subproblemas
usando (3.17).
Gerar as colunas.
Calcular o limite
LagClus por (3.18).

Ha colunas com
o custo reduzido
negativo?

Inserir colunas

«—

Remover

colunas

Quantidade
de Colunas

MaxColunas

Sim

>

Algoritmo de geragdo de colunas

Figura 3.4 - Diagrama com os passos usados na abordagem de geragdo de colunas.

3.4 Resultados computacionais

Existem varios trabalhos que relatam instancias testes para o UFLP, como, por exemplo,
em Kochetov e Ivanenko (2003), Resende e Werneck (2006) e Sun (2006). Os conceitos
discutidos neste Capitulo foram testados nas instancias de Kochetov e Ivanenko (2003),
por terem grande gap de dualidade e por serem de dificil solu¢ao para métodos baseados

em relaxacao de programacao linear, e em algumas instancias obtidas de OR-Library

(BEASLEY, 1990).

Portanto, apresentam-se a seguir os principais resultados computacionais obtidos com as
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técnicas descritas e aplicadas no presente Capitulo.

3.4.1 Resultados Computacionais para as Instancias de Kochetov e Ivanenko
(2003)

As instancias de Kochetov e Ivanenko (2003) foram obtidas do site http://www.
math.nsc.ru/AP/benchmarks/UFLP/Engl/uflp_dg_eng.html. Os autores apresentam
trés classes de instancias: Gap-A, Gap-B, Gap-C. Todas as instancias tém os valores
m = n = 100. O custo fixo de abrir uma facilidade é 3.000. Nas instancias do grupo Gap-
A, as mais faceis, cada cliente pode ser atribuido a dez potenciais facilidades, escolhidas
aleatoriamente, com distribuicao uniforme entre elas. Nas instancias do grupo Gap-B,
cada facilidade pode ser atribuida a dez potenciais clientes, escolhidos aleatoriamente,
com distribuicao uniforme entre eles. Nas instancias do grupo Gap-C, as mais dificeis,
cada facilidade tem dez potenciais clientes e cada cliente tem dez potenciais facilidades,

escolhidos aleatoriamente, com distribui¢ao uniforme.

Os experimentos foram realizados em um computador Pentium IV 3 GHz com 1Gb
de meméria RAM. O problema obtido com a relaxagao lagrangeana, os subproblemas
geradores das colunas e o PMR foram resolvidos com o solver comercial CPLEX, versao
7.5 (TLOG, 2001), que também foi usado para a obtencao do valor 6timo de cada instancia.

O particionamento dos grafos foi feito com o METIS.

A Tabela 3.3 mostra os valores obtidos com o CPLEX (coluna Solu¢do dtima), da
relaxagao de programagao linear (coluna PL) e de uma relaxagao lagrangeana tradicional
(coluna v (L,UFLP)), que considera a relaxacao das restrigoes definidas em (3.2),
conforme indicou o Capitulo 2, com a otimizacao do dual lagrangeano obtida por meio do
algoritmo de subgradientes. A coluna Gap PL é calculada como 100*(valor Solugao étima
- PL)/(valor Solugao étima), enquanto a coluna Gap Lag é calculada como 100*(valor

Solugao étima - L,UF LP /(valor Solugao étima).

A coluna v (LCMU F LP) da Tabela 3.4 mostra os valores obtidos com a relaxacao
lagrangeana com divisao em clusters. Os valores da coluna Gap LagClus foram calculados

como 100*(valor Solugéo 6tima - v (LC,UFLP)/(valor Solucdo étima).

Para a relaxacao lagrangeana tradicional e para a LagClus nao foram implementadas
heuristicas lagrangeanas que, a partir das solugoes relaxadas, geram solucoes viaveis para
o problema primal. Nesse caso, os valores étimos das instancias foram utilizados para o
calculo do passo no algoritmo de subgradientes. O uso dessas melhores solugoes se justifica

uma vez que buscou-se investigar a qualidade dos limitantes duais.
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Tabela 3.3 - Resultados da aplicacdo da relaxag¢ao de programacao linear e relaxagdo lagrangeana para o UFLP

em instancias com grande gap de dualidade.

CPLEX Relaxacao linear Relaxagao lagrangeana

Instancia | Solucao | Tempo PL Gap | Tempo | v(L,UFLP) Gap Tempo

Otima (s) PL(%) | PL (s) Lag (%) | Lag (s)
332GapA | 36154 583 26959,45 | 25,43 0,88 26810,08 25,84 82
432GapA | 36155 1072 | 27223,17 | 24,71 0,75 27120,22 24,99 89
532GapA | 36150 326 26143,15 | 27,68 0,83 26043,84 27,96 98
331GapB | 45123 14856 | 34226,11 | 24,15 0,86 34141,59 24,34 79
431GapB | 45132 | 18098 | 35031,87 | 22,52 0,81 34892,40 22,69 88
531GapB | 45135 2287 | 36488,07 | 19,25 0,77 36432,08 19,28 133
333GapC | 42147 | 23179 | 30207,90 | 28,33 0,86 30184,73 28,39 75
433GapC | 42145 | 22172 | 30199,20 | 28,35 0,86 30172,98 28,42 79
533GapC | 39177 3208 | 30200,00 | 22,92 0,83 30152,13 23,04 95

Tabela 3.4 - Resultados da aplicacdo da relaxagdo lagrangeana com clusters para o UFLP em instancias com

grande gap de dualidade.

Instancia | Solugao | Numero de | v(LC,UFLP) Gap Tempo
Stima Clusters LagClus (s)
(%0)
332GapA | 36154 2 27491,01 23,96 1913
332GapA | 36154 4 26757,59 25,99 107
432GapA | 36155 2 27872.38 2291 | 2340
432GapA | 36155 4 27063,67 25,15 127
532CapA | 36150 2 26650,84 26,28 | 2244
532GapA | 36150 4 25998,67 28,08 155
331CapB | 45123 2 34874,42 271 | 2112
331GapB | 45123 4 34287,11 24,01 135
431GapB | 45132 2 35346,06 21,68 2010
431GapB | 45132 4 34945,41 22,57 127
531GapB | 45135 2 36891,25 18,26 1348
531GapB | 45135 4 36558,47 19 57
333GapC | 42147 2 31273,25 25,8 4853
333GapC | 42147 4 30078,39 28,63 328
433GapC | 42145 2 31178,82 26,02 3277
433GapC | 42145 4 30213,58 28,31 397
533GapC | 39177 2 31152,88 20,48 4232
533GapC | 39177 4 30144,18 23,06 351
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A Tabela 3.5 mostra os valores 6timos e os obtidos com a geragao de colunas. Os
valores mostrados na coluna Gap GC foram calculados como 100*(valor Solugao 6tima -
v (LCSCUFLP))/(valor Solugao étima).

Tabela 3.5 - Resultados da aplicagdo da geragao de colunas para o UFLP em instancias com grande gap de

dualidade.
Geragao de colunas
Instancia | Solugao | Numero | v (LC’SCUFLP) v (UFLPDW)PL Gap GC | Tempo GC
6tima | de clusters (%) (s)
332GapA | 36154 2 27748,41 27749,26 23,25 6743
332GapA | 36154 4 26974,35 26975,31 25,39 3743
432GapA | 36155 2 28110,16 28110,16 22,25 7180
432GapA | 36155 4 27250,55 27250,83 24,63 2982
532GapA | 36150 2 27004,58 27004,58 25,31 12342
532GapA | 36150 4 26176,45 26176,45 27,59 7102
331GapB | 45123 2 34705,41 34706,3 23,09 7245
331GapB | 45123 4 34240,39 34241,25 24,12 4542
431GapB | 45132 2 35630,3 35630,31 21,05 5791
431GapB | 45132 4 35067,49 35068,23 22,3 5334
531GapB | 45135 2 36802,65 36803,58 18,46 8258
531GapB | 45135 4 36664,14 36664,98 18,77 3590
333GapC | 42147 2 30997.3 30997,81 26,45 5247
333GapC | 42147 4 30231,52 30231,52 28,27 1540
433GapC | 42145 2 31012,96 31013,01 26,41 6051
433GapC | 42145 4 30218,6 30218,6 28,3 1852
533GapC | 39177 P 30775,69 30775,69 91 44 6677
533GapC | 39177 4 30263,21 30263,21 22,75 1852

Os valores em negrito das Tabelas 3.4 e 3.5 mostram, respectivamente, onde a LagClus
e a geracao de colunas obtiveram melhores valores de gap que a PL. Merecem especial
atencao as divisoes do problema original em dois clusters, por apresentarem reduzida
quantidade de arestas entre eles e melhora dos limitantes, com a penalidade nos tempos
de processamento. Os valores obtidos com a geragao de colunas foram melhores que os
obtidos com a LagClus, e, mesmo para a divisao em quatro clusters, a geracao de colunas

foi também melhor que a relaxagao de programacao linear.

Considerando que o problema tratado é de minimizacao e a instancia escolhida é de
dificil solucao para métodos baseados na relaxagao de programacao linear, os valores do
problema mestre restrito e da LagClus tendem a se igualarem em um valor inferior ao do

valor 6timo, conforme mostra a Figura 3.5.
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Instancia 333GapC_4
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60000 -
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-10000

Iteragoes

Figura 3.5 - Convergéncia da abordagem de geracdo de colunas na instincia 333GapC, com divisdo em quatro
clusters.

A Tabela 3.6 foi criada para mostrar a influéncia da quantidade de clusters no tempo de
processamento e nos limitantes das solugoes propostas neste trabalho. O teste foi feito com
a LagClus, utilizando a instancia 332GapA, que comprovou o esperado: com o aumento da
quantidade de clusters, reduzem-se o tempo de processamento e a qualidade dos limitantes

lagrangeanos.

Tabela 3.6 - Influéncia da quantidade de clusters nos resultados da LagClus em instancias com grande gap de
dualidade.

Relaxacao lagrangeana com divisao em clusters
Instancia | Solucao | Numero de clusters Numero de v(LC,UFLP) | Gap LagClus | Tempo

Stima arestas relaxadas (%) (s)
332GapA | 36154 2 288 27491,01 23,96 1913
332GapA | 36154 4 476 26757,59 25,99 107
332GapA | 36154 6 555 26746.23 26.02 15
332GapA | 36154 8 612 26703,76 26,16 11

Para as instancias de Kochetov e Ivanenko (2003), o conjunto inicial para o PMR foi de
1000 colunas, obtidas conforme o algoritmo da Figura 3.3. Sempre que o niimero de colunas

excede 4000 (MaxColunas), sao removidas as 1000 colunas de maior custo reduzido.
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3.4.2 Resultados Computacionais para as Instancias da OR-Library

Foram consideradas trés classes de instancias da OR-Library, obtidas do site http://
people.brunel.ac.uk/"mastjjb/jeb/info.html: Cap 71 a 74, Cap 101 a 104 e Cap
131 a 134. A primeira tem m = 50 e n = 16, a segunda tem m = 50 e n = 25 e a terceira,
m = 50 e n = 50. O custo fixo para abrir uma facilidade é diferente para cada classe. As
instancias da primeira classe sao mais faceis de resolver, seguidas pelas instancias segunda
classe e, como mais dificeis, as da terceira. Para as instancias da OR-Library o conjunto
inicial de colunas para o Problema Mestre definido em (3.13-3.16) é composto por 100

solugoes viaveis.

As Tabelas 3.7, 3.8 e 3.9 mostram os resultados para as instancias da OR-Library usando

as mesmas colunas das Tabelas 3.3, 3.4 e 3.5, respectivamente.

As instancias da OR-Library usadas neste trabalho sao facilmente resolvidas com baixo
tempo computacional por todos os métodos referenciados nas Tabelas 3.7 a 3.9. Essas
sao instancias bem conhecidas, usadas como benchmarks, e importantes para validar

algoritmos de otimizacao.

Tabela 3.7 - Resultados da aplicacdo da relaxag¢do de programag3o linear e relaxa¢do lagrangeana para o UFLP
em instancias da OR-Library.

Instancia CPLEX Relaxagao de programagao linear Relaxagao lagrangena
Solugao Tempo PL Gap PL | Tempo PL | (L, UFLP) | Gap Lag | Tempo Lag
Stima solugao (%) (s) (%) (s)
Otima
(s)
Cap71 932615,75 0,02 932615,75 0,0 0,00 932615,75 0,0 1,83
Cap72 977799,40 0,02 977799,40 0,0 0,02 977799,40 0,0 1,89
Cap73 | 1010641,45 | 0,03 | 1010641,45 0,0 0,00 1010641,45 0,0 2,52
Cap74 | 1034976,97 | 0,02 | 1034976,97 0,0 0,00 1034976,97 0,0 2,23
Capl01 | 796648,44 0,02 796648,44 0,0 0,02 796648,44 0,0 2,53
Capl02 | 854704,20 0,01 854704,20 0,0 0,01 854704,20 0,0 2,34
Capl03 | 893782,12 0,02 893782,12 0,0 0,01 893782,12 0,0 2,98
Capl04 | 928941,75 0,02 928941,75 0,0 0,00 928941,75 0,0 2,86
Capl31l | 793439,57 0,05 793439,57 0,0 0,01 793439,57 0,0 7,38
Capl32 | 851495,33 0,05 851495,33 0,0 0,01 851495,33 0,0 7,42
Capl33 | 893076,71 0,05 893076,71 0,0 0,02 893076,71 0,0 9,83
Capl34 | 928941,75 0,05 928941,75 0,0 0,02 928941,75 0,0 10,69

A Figura 3.6 mostra a convergéncia da abordagem da geracao de colunas nas instancias
da OR-Library, exemplificada na instancia Capl01 com divisao em dez clusters. Para esse
conjunto de instancias, os valores do PMR e do limitante inferior tendem a serem iguais

(critério de parada) no valor étimo.
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Para as instancias da OR-Library, o conjunto inicial para o PMR foi de 100 colunas,
obtidas conforme o algoritmo da Figura 3.3. Sempre que o nimero de colunas excede

4000 (MaxColunas), sdo removidas as 1000 colunas de maior custo reduzido.

Tabela 3.8 - Resultados da aplicacao da relaxacdo lagrangeana com clusters para o UFLP em instancias da

OR-Library.
Relaxacgao lagrangeana com divisao em clusters
Instancia | Solugdo | Numero de clusters | v(LC,UFLP) | Gap LagClus | Tempo LagClus
6tima (%) (s)
Cap71 932615,75 8 932615,75 0,0 1,39
Cap72 977799,40 8 977799,31 0,0 1,86
Cap73 | 1010641,45 8 1010641,44 0,0 2,27
Cap74 | 1034976,98 8 1034976,98 0,0 2,34
Capl01 | 79664844 10 796648,44 0,0 2,67
Capl102 | 854704,20 10 854704,20 0,0 3,34
Capl03 | 893782,12 10 893782,12 0,0 3,63
Capl04 | 928941,75 10 928941,75 0,0 3,34
Capl131 | 793439,57 20 793439,57 0,0 7,67
Capl132 | 851495,33 20 851495,33 0,0 8,2
Capl133 | 893076,71 20 893076,71 0,0 8,41
Capl34 | 928941,75 20 928941,56 0,0 7,98

Tabela 3.9 - Resultados da aplicacdo da geracdo de colunas para o UFLP em instancias da Or-Library.

Geragao de colunas
Instancia | Solugao | Numero de clusters | v (LCS“UFLP) | v (UFLPpw),, | Gap GC | Tempo GC
Stima (%) (s)
Cap71 932615,75 8 932615,75 932615,75 0,0 0,25
CapT72 977799,40 8 977799,40 977799,40 0,0 0,33
CapT73 1010641,45 8 1010641,45 1010641,45 0,0 0,75
Cap7d | 103497693 8 103497693 103497693 0,0 2.05
Capl01 | 796643 44 10 796648 44 796648 44 0,0 0,67
Capl102 854704,20 10 854704,20 854704,20 0,0 1,13
Capl03 | 893782,12 10 893782,12 893782,12 0,0 4,03
Capl04 | 928941,75 10 92894175 928941,75 0,0 10,53
Capl31 | 79343957 20 70343957 70343957 0.0 2.05
Capl32 | 85149533 20 85149533 85149533 0.0 6,95
Capl33 | 893076,71 20 893076,71 893076,71 0,0 10,73
Capl34 | 928941,75 20 928941,75 928941,75 0,0 32,88
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Figura 3.6 - Convergéncia da abordagem de geracdo de colunas em instancia da OR-Library.

3.5 Consideracoes finais

Este Capitulo apresentou a relaxacao lagrangeana baseada em clusters e um método de
geracao de colunas para o UFLP aplicados a instancias de dificil solu¢ao para métodos
baseados em relaxacao de programacao linear e a instancias de facil solucao obtidas da

OR-Library.

Duas relaxacoes foram ainda consideradas para a resolucao deste modelo: a relaxacao
de programacao linear e a lagrangeana tradicional. Essa ultima apresentou limitantes de

qualidade inferior comparados aos da primeira.

A Tabela 3.5 mostra que o Algoritmo de Geracao de Colunas apresentou-se como a melhor
estratégia de solucao se comparado a LagClus e as demais relaxagoes, por apresentar

limites duais de melhor qualidade, apesar dos tempos computacionais serem maiores.

O proximo Capitulo apresenta algumas técnicas alternativas para a solugao do problema
probabilistico de localizagao-alocacao de méaxima cobertura, incluindo a LagClus e o
algoritmo de geracao de colunas aplicados sobre a modelagem do problema em grafo

de cobertura.
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4 PROBLEMA PROBABILISTICO DE LOCALIZACAO-ALOCACAO DE
MAXIMA COBERTURA

Conforme visto no Capitulo 2, os problemas de localizacao tém como objetivo localizar
facilidades para atender aos usuarios que estao espacialmente distribuidos. As facilidades

sao centros que fornecem algum tipo de servigo.

Entre esses problemas, o de Localizacdo de Méxima Cobertura (PLMC) tem sido
consideravelmente tratado na literatura desde a sua formulagao feita por Church e ReVelle
(1974). Esse problema busca obter a configuragao para localizar uma quantidade pré-
definida de facilidades que atenda o maior nimero de individuos de uma populacao,
considerado um especifico raio de cobertura. Nao se busca com este modelo atender toda a

populagao, mas oferecer o méaximo de atendimento, considerando os recursos disponiveis.

Ainda conforme visto no Capitulo 2, varios modelos aplicados a uma grande faixa de
problemas, nos setores publico e privado, sao extensoes dessa formulacao, adaptados para

melhor representar a realidade.

Em muitas dessas aplicagoes praticas, a distancia ou o tempo entre os pontos de demanda
e as facilidades constituem fatores importantes para estabelecer o nivel de servigo oferecido
aos usuarios. Por outro lado, sabe-se que as chegadas dos usudrios em sistemas de
atendimento, como hospitais e bancos, sao regidas por processos aleatérios o que, muitas
vezes, proporcionam um congestionamento e a geragao de filas (FOGLIATTI; MATTOS,
2007). Sistemas que apresentam tal comportamento indicam que o nivel de servigo
prestado aos usuarios nao pode ser medido levando-se em consideragao apenas a cobertura
dos pontos de demanda, mas também os atributos de fila como o comprimento e o tempo
de espera. Sendo assim, os centros devem ser localizados de tal maneira que os usuarios
cheguem dentro de um tempo aceitavel e também que, uma vez na fila, o tempo de espera
nao seja maior que um limite méximo e/ou que o comprimento da mesma nao seja maior

que um valor maximo (MARIANOV; SERRA, 1998).

O congestionamento ocorre quando um centro nao é capaz de atender, simultaneamente,
a todas as solicitacoes de servicos que lhe sao feitas. Os modelos tradicionais que
tratam desse problema adicionam uma restricao de capacidade que forca a demanda por
servigo, normalmente constante no tempo e igual a uma média, a ser menor do que a
maxima capacidade do centro. Essa abordagem nao considera a natureza dinamica do
congestionamento e trata o problema de forma deterministica. Isso faz com que o modelo,
dependendo de como a restricao seja obtida, tenha servidores ociosos ou nao tenha a
capacidade de atender todas as demandas (MARIANOV; SERRA, 1998; MARTANOV; SERRA,
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2001).

Considerando entao essa aleatoriedade no processo de chegada e atendimento, Marianov
e Serra (1998) propuseram modelos mateméticos em que a estocasticidade da demanda é
explicitamente considerada nas restricoes de capacidade, que, em vez de serem limitadas
a um maximo, os autores definem um limite minimo para a qualidade dos seus servigos.
Essa qualidade é refletida no tempo de espera ou na quantidade de pessoas que aguardam

o atendimento.

Esses autores definiram entao o Problema Probabilistico de Localizacao-Alocacao de
Méxima Cobertura (PPLAMC), que busca localizar uma dada quantidade de facilidades
com um ou varios servidores, de modo que a populacao, a uma distancia padrao do centro,
seja servida adequadamente, isto é, que ninguém fique na fila por um periodo maior que
um dado tempo limite ou que um usudrio, ao chegar ao centro, nao encontre um nimero
de outros clientes acima do previsto, com probabilidade maior ou igual a dado valor
definido a priori. Os autores trabalharam com postos de saide, modelos de fila do tipo
M/M/1/oo/FIFO e M/M/m/oo/FIFO (LARSON; ODONI, 1981) e taxas de chegadas a
cada centro j distribuidas conforme uma Poisson com taxa w; e tempo de atendimento

exponencialmente distribuido com taxa ¢; para cada servidor.

O propésito deste Capitulo é o de examinar o PPLAMC proposto por Marianov e
Serra (1998), para um servidor por centro, e apresentar algumas solugoes. Limitantes
lagrangeanos sao obtidos com a relaxacao lagrangeana tradicional e a LagClus. Sao
utilizadas, também, as metaheuristicas Algoritmo Genético Construtivo (AGC) e
Clustering Search (CS). Além disto, considerando a idéia da LagClus e a rela¢do entre
o dual lagrangeano e a decomposi¢ao Dantzig-Wolfe, resolve-se ainda o PPLAMC com o
Algoritmo de Geracao de Colunas. Estes métodos sao testados em instancias encontradas

na literatura com até 818 vértices.

A LagClus, conforme mostrada no Capitulo 2, utiliza uma representagao do problema
por meio de um grafo de conflitos que é particionado em clusters. Apresenta-se neste
capitulo a LagClus também sobre o problema representado por um grafo de cobertura. O
particionamento deste ultimo produz um nimero menor de restricoes a serem relaxadas
que o grafo de conflitos. Resultados computacionais mostram que a LagClus e o Algoritmo

de Geragao de Colunas com o grafo cobertura apresentam bons limitantes.
4.1 Formulagoes para o PPLAMC

O modelo tradicional PLMC proposto por Church e ReVelle (1974) nao pode ser usado

para tratar as restrigoes de congestionamento, pois nao contém varidveis de alocacao,
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o que impede de computar as solicitacoes de servigos que chegam a um centro, e,

conseqiientemente, de determinar quando ocorre um congestionamento.

A modelagem matematica proposta para o PPLAMC foi escrita como um problema tipo
p-Medianas, modificado para comportar as variaveis de localizacao e alocagao, tendo como
objetivo maximizar a populagao coberta, considerando uma determinada quantidade de

centros de atendimento (facilidades).

Seja I o conjunto dos pontos de demanda a serem alocados e IV; o conjunto de localizagoes
candidatas que estao dentro de uma dada distancia do ponto ¢ Formalmente, as alocagoes
sao representadas pelas varidveis binarias z;;, Vi € I e j € N;. Com isto, z;; = 1, se
o ponto de demanda ¢ for alocado ao centro j, z;; = 0, caso contrario. As localizacoes
sao representadas pelas varidveis bindrias y;, com y; = 1, se o centro j for selecionado e

y; = 0, caso contrédrio. Todo ponto de demanda é um potencial centro de atendimento.

Assim, a formulagdo do PPLAMC pode ser escrita (MARIANOV; SERRA, 1998):

v(PPLAMC) = Max {Z > aixij} (4.1)

i€l jEN;

Sujeito a

Lij S Yj Viel ej € Nz (42)
Y wy <1 Viel (4.3)
JEN;

Z fzxm S ij b+\2/ 1 — QD \V/] € ]\/vZ (44)

el

el

Zyi =D (4-6)

el
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yjex;; €{0,1} VielejeN; (4.7)

e a; representa a populacao total do ponto de demanda i;

e b é 0 nimero maximo de usudrios na fila com probabilidade de, no minimo, ¢;

e 7 ¢é 0 tempo maximo de espera na fila com probabilidade de, no minimo, ;

e f; é a taxa de chegada a um centro dos usudrios provenientes de um ponto de
demanda ¢ conforme um processo de Poisson;

e ¢; ¢ a taxa média de atendimento em que o tempo de atendimento ¢é

exponencialmente distribuido;

e p é o numero de facilidades a serem localizadas.

A funcao objetivo descrita em (4.1) indica que a populagao total coberta pelos p centros
deve ser a maior possivel. As restrigoes definidas em (4.2) garantem que s6 é possivel alocar
um ponto de demanda ¢ a um centro 5 se houver um centro em j. As restrigoes descritas
em (4.3) garantem que cada ponto de demanda deve ser alocado a, no maximo, um
centro. As restrigoes descritas em (4.4) e (4.5) estao associadas a questao do comprimento
maximo da fila e ao tempo méaximo de atendimento, respectivamente. Utiliza-se uma
delas, dependendo da restricdo que se quer tratar. As definidas por (4.4) garantem que,
com probabilidade > ¢, cada centro tenha no méaximo b pessoas na fila. Por outro lado,
as definidas em (4.5) garantem que, com probabilidade > ¢, o tempo de atendimento em
cada centro seja de no méximo 7. A restricdo definida em (4.6) garante que p centros

serdo selecionados, e as restrigdes descritas em (4.7), que todas as varidveis sdo bindrias.

Para escrever as restrigoes (4.4) e (4.5), Marianov e Serra (1998) consideraram o sistema
de filas M/M/1/o0c/FIFO, em que as solicitagoes de servigos de cada ponto de demanda
i acontecem de acordo com um processo de Poisson com taxa f;, o tempo de atendimento
exponencialmente distribuido, com um servidor, sem limite de capacidade e disciplina
de fila do tipo "o primeiro a chegar é o primeiro a ser atendido”(first in - first out).
Considerando que os usuarios vindos de varios pontos de demanda ¢ chegam a um centro 5
de maneira superposta, a taxa w; atribuida a esse centro ¢ definida como uma superposicao

de processos de Poisson:

wj =Y fiwi (4.8)

el
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Para que se tenha equilibrio no processo de atendimento dos centros, faz-se necessario que

Se o estado k for definido como sendo £ usudrios no sistema (em atendimento ou na fila), o
diagrama de transicao de estado é o mostrado na Figura 4.1. Isto é, estado k = 0 significa
sistema em espera; k = 1, significa um usudario sendo atendido; para k = 2, tem-se um

usuério sendo atendido e um na fila, e assim por diante.

/_\A/N/‘\A/—\A

@@v@@

Figura 4.1 - Diagrama de transi¢cdo de estado.

Deseja-se que a probabilidade de um usuario nao encontrar mais do que b pessoas na fila
seja, no minimo, ¢. Se pi representar a probabilidade de estar no estado k, entao esse

requisito pode ser escrito como:

Po+prtp2t+pst...F P =@ (4.9)

Considerando as equagoes de equilibrio para o sistema de filas M /M /1/oc/F1FO, obtém-

se a seguinte expressao:
pr= (1= p;) Ff (4.10)

Em que p; = 3% De (4.9) e (4.10), tem-se:

(L=pi)+ @ =pi)pi+ (L —pj)p;+...+ (1 =p) pi"" > ¢, 0u
bl
(L=pj) X pj >
k=0
Da soma dos elementos de uma progressao geométrica finita, tem-se:

b+2)

1—p
(1_101‘)'((1 ;)'2@

1— p;)+2 ©
P <1l—vp
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pj S b+2/T — )

Como p; = Z—j, pode-se escrever:

= ¢, "%/1— ¢ (4.11)

Das equagoes (4.8) e (4.11), tem-se:

Z fixij < ¢; "RY/T— ¢ Vj € N;, que é a equagao (4.4). O desenvolvimento da equagao
1(115) pode ser encontrado também em Marianov e Serra (1998).

O lado direito das equagdes (4.4) e (4.5) s@o constantes, calculados para ¢;, ¢, b e T,
definidos a prior:. Simplificando, essas restricoes podem ser substituidas, respectivamente
pelos dois conjuntos de restricées a seguir, em que Zébw =¢;"V1—peZ,  =¢+
(1 — ¢).

> fay < Zh,, Vi€EN, (4.12)
el
Zfixzj S Z(;ﬂp v] € Nz (413)
el

O modelo proposto por Marianov e Serra (1998), descrito anteriormente, pode ser
alterado para comportar restrigoes de adjacéncia ou de conflitos. Considerando entao
o complemento das varidveis de localizacao, ou seja, §; = 1 — y;, o modelo PPLAMC

pode ser escrito:

v(PPLAMC) = Max {Z > a x”} (4.14)

i€l jJEN;

Sujeito a (4.3) e (4.12) ou (4.13), e

> gi=IN|-p (4.16)

iel
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gj € Tjj € {0, 1} Viel ej € N,L (417)

Em que N = U/ N;.

Outra alteracdo que pode ser feita no modelo definido por Marianov e Serra (1998) é
considerar as restrigoes (4.2) e de capacidade em uma tinica restrigaio (MURRAY; GERRARD,
1997). Desta forma, uma nova formulagio (PPLAMC™MY) pode ser obtida, conforme

mostrado a seguir:

v(PPLAMCMY) = Max {Z > aixzj} (4.18)

i€l jeN;

Sujeito a (4.3), (4.6), (4.7) e

Zfz’ll?ij < Zgvoy; ViEN; (4.19)
il
Zfiiﬂij < Zyroy; Vi EN; (4.20)
il

As restrigoes (4.19) substituem as restrigoes (4.2) e (4.12), pois exigem que somente
seja possivel alocar um ponto de demanda ¢ a um centro j se houver um centro em 7,
como fazem as restri¢oes (4.2), além de imporem restrigoes de capacidade, como fazem as
definidas em (4.12). Do mesmo modo, as restri¢oes (4.20) substituem as restriges (4.2) e
(4.13).

Considerando as instancias de grande porte (324 e 818 pontos de demanda) propostas
por Corréa e Lorena (2006) e Corréa et al. (2008) disponiveis em http://www.lac.inpe.
br/"lorena/instancias.html, o CPLEX 10 (ILOG, 2006) nao consegue resolver todas
as instancias, parando algumas vezes por falta de memoria. Conseqiientemente buscam-
se solugoes alternativas, como heuristicas, relaxagoes e métodos de decomposicao. Essas
trés formulagoes acima discutidas serao usadas nas solugoes propostas para o PPLAMC,

conforme mostrado a seguir.
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4.2 Relaxagao Lagrangeana

Para aplicar a relaxagao lagrangeana ao problema proposto por Marianov e Serra
(1998), utilizou-se a formulagago PPLAMCMY. As restrigoes de alocagio (4.3) foram
relaxadas no sentido lagrangeano e incorporadas na funcao objetivo. Portanto, o problema
L,PPLAMCMS pode ser assim descrito:

v (L PPLAMCM®) = Max» > " (a; —w) i + > u; (4.21)
7 7 7

Sujeito a (4.6), (4.7) e (4.19) ou (4.20).

O problema L,PPLAMC™¢ pode ser decomposto em |I| subproblemas. Em cada um
deles, a variavel de localizacao y; pode ser igual a zero ou um. Se for zero, todas as
varidveis de alocacao z;; serao também zero e seus correspondentes valores na formulagao
tornam-se zero. Quando y; tem o valor um, os subproblemas tornam-se o problema da
mochila 0-1 e podem ser resolvidos independentemente. Se forem tomados os p melhores
resultados, a restrigdo de cardinalidade (4.6) estard sendo considerada implicitamente
(PIRKUL; SCHILLING, 1991; LORENA; SENNE, 2003).

Assim, o problema original pode ser reescrito com um conjunto de subproblemas:

Para j =1,2,...,|1],

v (Knap’) = Max Z (a; — w;) x5 (4.22)
il
Sujeito a
Zfz’i%‘ < Zpby (4.23)
iel
i€l
z;; €{0,1}, VielejeN; (4.25)

Cada problema é resolvido usando-se o algoritmo de Horowitz e Sahni (MARTELLO; TOTH,
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1990). Esse algoritmo ofereceu bons resultados, embora tenha sido desenvolvido para

problemas inteiros de mochila.

Seja J o conjunto dos p maiores v(Knap’),j € I. O valor da relaxagao Lagrangeana ¢

dado por:

v (L, PPLAMCY?) = v (Knap’) + ) _ u; (4.26)

jeJ iel

A otimizacao do dual Lagrangeano é obtida por meio do algoritmo de subgradientes
(PARKER; RARDIN, 1988; NARCISO; LORENA, 1999; LORENA; SENNE, 2003).

As solugbes 2" obtidas nao sdo necessariamente viaveis, porém o conjunto J indica as
facilidades que podem ser usadas para se obter solucoes viaveis (v/,x/). Para alocar os
pontos de demanda ao conjunto de facilidades identificadas, busca-se a solugao aproximada
para a seguinte variante do Problema de Atribuicao Generalizado, do inglés Generalized
Assignment Problem (GAP), com desigualdades nas restrigdes (4.24), sendo o operador

relacional menor ou igual (LEGAP):

Max Z Z aixzfj (4.27)

iel jeJ
Sujeito a
dali<1 el (4.28)
JjeJ
Zlel?f; < Zppy jeEJ (4.29)
i€l
S fali<Zyr, jeJ (4.30)
i€l
af€{0,1}, iel jelJ (4.31)

As solugbes primais foram obtidas por meio do algoritmo MTHG, de Martello e Toth

(1990), adaptado para contemplar as desigualdades, pois ao contrario do GAP, o LEGAP
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sempre admite solugao viavel, e melhoradas pelo algoritmo localizagao-alocacao descrito
em Lorena e Pereira (2002). Este ultimo leva a obter aumentos no valor da fungao objetivo
(v7) correspondentes a uma solugao primal (zf), substituindo-se uma facilidade por um
vértice do mesmo cluster e recalculando-se o atendimento dos pontos de demanda apods
essa troca, pois a configuracao de cobertura desses pontos pode ser modificada apds essa
substituicao, como pode ser visto na Figura 4.2. O algoritmo de melhoria de solucoes

primais é apresentado na Figura 4.3.

(a) Solugdo inicial (b) Apo6s realocagao

Figura 4.2 - Realocagdo de facilidade por ponto de demanda.

Fonte: adaptado de Lorena e Pereira (2002).

Enquanto (v aumenta)
Parak=1,....p
Troque o vértice facilidade por um vértice ndo-facilidade do cluster C*.
Calcule o valor v correspondente a melhor realocagao.
Sev>y
Atualize a facilidade do cluster C*.
Faca V=v.
Fim-Se;
Fim-Para;
Fim-Enquanto;

Figura 4.3 - Algoritmo de melhoria de solugdes primais.

Fonte: adaptado de Lorena e Pereira (2002).
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4.3 Relaxacao Lagrangeana com Clusters a partir de Grafos de Conflitos e
de Cobertura

A LagClus pode ser aplicada ao PPLAMC a partir de sua modelagem por grafo de conflitos
ou de cobertura. O grafo de conflitos pode ser obtido a partir do conjunto de restrigoes de
adjacéncias definidos em (4.3) e (4.15) da formulacio PPLAMC. O grafo de cobertura é
obtido do modelo original de Marianov e Serra (1998).

A seguir, é apresentado um exemplo do grafo de conflitos para o PPLAMC e do grafo
de cobertura para o PPLAMC.

4.3.1 Grafo de Conflitos para o PPLAMC

Sejam os dados da Tabela 4.1 que indicam cinco pontos de demanda com suas respectivas
coordenadas de localizagao. Admitindo que cada ponto de demanda possa ser um centro e
que um ponto ¢ estara coberto por um centro j se esse estiver a uma distancia euclidiana
menor ou igual a 4, a coluna Cobertura apresenta os pontos cobertos por cada um dos
possiveis centros. Levando-se em consideracdo o modelo mostrado para o PPLAMC, as
restricoes definidas em (4.3) e (4.15) podem ser representadas por um grafo de conflitos

(veja Figura 4.4).

Tabela 4.1 - Exemplo de um problema de maxima cobertura com raio de cobertura igual a 4.

Pontos | Coordenadas | Demanda | Capacidade | Cobertura
X Y
1 4 8 7 10 1,2,4,5
2 7 10 6 10 1,2,3
3 8 7 6 10 2,3, 4
4 5 5 4 10 1,3,4,5
5 2 6 3 10 1,4,5

Considerando agora o segundo passo da LagClus, suponha que o grafo de conflitos tenha
sido particionado em 2 clusters, conforme mostra a Figura 4.4, e que as cliques tenham
sido colapsadas antes do particionamento. Nessa figura, as linhas mais espessas mostradas
a direita indicam quais restrigoes devem ser relaxadas (nesse exemplo, restrigoes definidas
conforme (4.15)).

Ao considerar o PPLAMC' e o particionamento mostrado na Figura 4.4, além das
restricoes de conflitos ja identificadas previamente para serem relaxadas, algumas

restri¢oes do tipo (4.12) ou (4.13) e a restrigdo (4.16) também devem ser relaxadas.
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Ao escrever o modelo matematico todo para o exemplo, percebe-se que onze restri¢coes
sao relaxadas: seis estdo mostradas em negrito na Figura 4.4, a restricao (4.16) e
quatro restri¢bes do tipo (4.12) ou (4.13), pois as varidveis z;; estdo em diferentes
clusters (por exemplo, a restricao de capacidade para um centro colocado no ponto 1:
7wy 1+ 6291 + 4241 + 3251 < 10).

o x1_ 1 + x1_2 + x1_4
Restricdes | 5 1 4 x2 2 + x2.3
definidas x3_2 + x3_3 + x3_4
em (4.3) x4 1 + x4_3 + x4_4
x5_1 + x5_4 + x5_5
Xl—1Cluster 1
/ x1_1 + Y1 <1 x1_
x1.2 + Y2 <1
x1.4 + Y, < 1/'
x1.5 + Y5 < I x2_
x2_1 + N <1 %2 A
o x2_2 + Y2 <1 N
Restrigdes x2 3 + y} <1
definidas X3_2 + ¥, €1
em (4.11) X33 + Yy < 1 e TR e \ AT
x3.4+Yy,<1
x4_1+Y <1
x4 3 + Y3 <1
x4_4 + Yy <1
x4_5 + Vs €1
x5.1 + Y1 <1
x5 4 + Y4 <1
N x5_5 + Y5 <1
Grafo de .
Conflitos Particionamento

Figura 4.4 - Exemplo de um grafo de conflitos para o PPLAMC.

Resultados computacionais mostraram que a decomposicao do grafo de conflitos do
PPLAMC em clusters, relaxa muitas restricoes o que gera limitantes duais de baixa
qualidade. Isso motivou o estudo do particionamento dos grafos de cobertura ao invés
dos grafos de conflitos. O grafo de cobertura é obtido a partir da primeira formulagao do

PPLAMC proposta por Marianov e Serra (1998), como serd mostrado a seguir.
4.3.2 Grafo de Cobertura para o PPLAMC

Um grafo de cobertura G = (V,E) apresenta um conjunto V de vértices formados pelos
locais candidatos e um conjunto FE de arestas que indica a cobertura de cada ponto
de demanda, conforme tratado no Capitulo 2. Esse grafo também apresenta clusters de

vértices, logo a LagClus pode ser aplicada.
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A partir dos dados apresentados na Tabela 4.1, sabe-se que os conjuntos de localizacoes
candidatas de cada ponto sao: Ny = {1,2,4,5}, Ny = {1,2,3}, N3 = {2,3,4}, N, =
{1,3,4,5} e N5 = {1,4,5}. Sendo assim, a Figura 4.5 apresenta a cobertura de todos os

pontos e, por fim, o grafo de cobertura do problema.

Particionando o grafo de cobertura em dois clusters como realizado na Figura 4.5, ou
seja, os pontos 1, 2 e 3 no cluster 1 e os pontos 4 e 5 no cluster 2, e considerando
a formulacao de Marianov e Serra (1998), as seguintes restrigdes devem ser relaxadas:
T+ Tio+Tig+xs <1, 230+ w33 +a34 <1, g 243+ 244+ 145 < 1oe
T51 + 54 + 255 < 1, além da restrigao (4.6). Isso resulta em apenas cinco restrigoes

relaxadas.

N

4

4

4
N;

N,

2
2
1 3
1
N
2 2
2
3
5 4
Nl
5 4 s
N

J

5 4

Grafo de Cobertura

Particionamento

Figura 4.5 - Exemplo de um grafo de cobertura para o PPLAMC.

Para comparar o ntimero de restricoes relaxadas por cada um dos métodos, grafos de
conflitos e de cobertura, foram realizados experimentos com trés conjuntos de instancias
propostos na literatura. O primeiro (C;) foi proposto por Marianov e Serra (1998)
e contém instancias com 30 pontos, descritos na Tabela 4.3; o segundo e o terceiro
(Cy e (C5) possuem, respectivamente, 324 e 818 pontos, foram propostos por Corréa
¢ Lorena (2006) e Corréa et al. (2007) e estao disponiveis em http://www.lac.inpe.
br/"lorena/instancias.html. O particionamento do grafo foi realizado pela heuristica
METIS (Karypis e Kumar, 1998). Os experimentos foram realizados variando-se o ntiimero

de clusters para uma melhor comparagao. Os resultados estao mostrados na Tabela 4.2.

Analisando a Tabela 4.2, note que no grafo de conflitos particiona-se um niimero menor

de arestas que no grafo de cobertura. Por outro lado, o ntimero de restricoes relaxadas
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no modelo com restri¢oes de conflitos é maior que o do outro modelo. Ao considerar os
valores médios, o modelo PPLAMC relaxa aproximadamente 30 vezes mais restricoes
que o modelo PPLAMC. Esse comportamento justifica o uso da LagClus com o grafo
de cobertura e a formulagao original de Marianov e Serra (1998), pois, em geral, essa
relaxagao é dependente do nimero de restricoes relaxadas, ou seja, quanto maior é esse
nimero, mais “fraca” se torna a LagClus (RIBEIRO, 2007). Além disso, as restri¢oes de

capacidade nao sao relaxadas no caso do grafo de cobertura, pois estao definidas para

cada centro (ponto).

Tabela 4.2 - Nimero de restricdes relaxadas na LagClus usando grafos de conflitos e de cobertura.

Conjunto | Nimero de | Numero | Total de arestas | Total de arestas Total de Total de
pontos de clusters | particionadas particionadas restrigoes restrigoes
no grafo de no grafo de relaxadas pelo relaxadas pelo
conflitos cobertura modelo PPLAMC' | modelo PPLAMC
2 108 155 133 24
C1 30 4 224 261 253 30
8 332 307 362 30
5 361 1034 483 114
C2 324 10 742 2238 925 238
20 1469 4186 1752 311
30 2123 4364 2434 314
5 11411 34457 11914 487
10 21468 57579 22186 716
C3 818 20 36083 71157 36879 819
30 42812 76283 43629 818
| Média | 106485 [ 229110 | 10995,5 354,6

Considerando o particionamento do grafo de cobertura G = (V,E) em K partes com
vértices Vi, Vs, ..., Vi, os sub-grafos G = G[Vi] podem ser definidos, bem como suas
arestas Fy = E(Gy). Com isso, as arestas que conectam os sub-grafos, ou seja, as arestas
particionadas, podem ser definidas como E = E\ Ule E}.. Desse modo, apds a fase de

particionamento, a formulagdo do PPLAMC pode ser novamente escrita:

K
v(PPLAMC) = Maz » _ a*x" (4.32)
k=1

Sujeito a
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X
A A, A | Y
o2
Bl 0 X
0 Bs y ~b e xFy*eB" vke{1,. K} (4.33)
| 0 0 0 Bg | [ ]K
Em que:

e a* é um vetor de populacio associado com os vértices v € Vj;
e A, é uma matriz de coeficientes das restri¢oes definidas em (4.3), associadas com

o conjunto de vértices Vi e com o conjunto de arestas E , e da restricao definida
em (4.6);

e B, é uma matriz de coeficientes das restricoes associadas com o conjunto de
vértices Vi definidas em (4.2), (4.4), (4.5), e das restri¢oes definidas em (4.3)

associadas as arestas de Ej;

e ~ representa o operador relacional = ou < dependendo das respectivas restrigoes;

e

e b é um vetor com os termos do lado direito das restricoes.

Agora, relaxando no sentido lagrangeano as restricées de acoplamento dos blocos, ou seja,
o conjunto de restri¢oes definido pelas matrizes A; em (4.33), cada subproblema k pode

ser assim escrito:

k
v(PPLAMC)¢ = Max | (a* — Al ) [ * ] x" yP e Oy (4.34)
y

Em que p é um vetor de multiplicadores lagrangeanos relacionados as restri¢coes definidas
pelas matrizes Ay em (4.33), e C}, representa o conjunto de restrigdes embutido no cluster

k, ou seja, o bloco k das restrigoes definidas pelas matrizes By em (4.33).
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Se p é um vetor de dimensao @, em que pu, € R* Vg=1,..,Q -1, upg € Re Q éo
nimero de restrigoes de acoplamentos definidas em (4.33), o limitante lagrangeano pode

ser assim escrito:

K Q-1
v (PPLAMC™ ) =3~ {v(PPLAMC){“} + 3 11q + prig (4.35)
k=1 q=1

A decomposicao do problema por meio de clusters permite a utilizacao da decomposicao de
Dantzig-Wolfe e, conseqiientemente, pode-se aplicar um algoritmo de geragao de colunas

ao PPLAMC, que sera apresentado a seguir.

4.4 Decomposicao Dantzig-Wolfe e o Algoritmo de Geragao de Colunas para
o PPLAMC

Conforme discutido no Capitulo 2, a formulagdo mostrada em ((4.32)-(4.33)) pode ser
explorada em um Algoritmo de Geracao de Colunas. Assim, aplicando-se a decomposi¢ao
Dantzig-Wolfe (DW) no problema ((4.32)-(4.33)) tem-se o seguinte Problema Mestre
Restrito:

K
v(PPLAMCpw ) p = Maz Y Y Ay (a"%7%) (4.36)
k=1 jeJi
Sujeito a
K
SN ik (Aew) & c (4.37)
k=1 jeJi
Np=1 Vke{l,. K} (4.38)
JE€Jk
>\jk >0 Vke {1, ...,K}, 7€ Ji (439)
Em que:

e J; : Conjunto de pontos extremos do cluster k;
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: Vetor que define pontos extremos j € Ji;

ak com |V;| : Vetor de populagao associado com vértices v € Vi; e

e )\ : Varidveis de decisao que correspondem a pontos extremos j € Jj.

¢ C b representa o lado direito das restrigoes relacionadas com A.

O subproblema k, k € {1, ..., K), tem a forma da expressao mostrada em (4.34), com o vetor
de multiplicadores lagrangeanos substituidos pelo vetor de variaveis duais de programagcao

linear o associadas com as restrigoes (4.37):

v(PPLAMC){® = Max {(a* — Al a) wF : w" € Gy} (4.40)

k
X

Yy

Em que w* = [ e Cf sdo as restrigoes associadas ao subproblema & (Cluster k).

Considerando o PMR da decomposigao descrita em ((4.36)-(4.39)), uma nova coluna
gerada pelo subproblema £k é uma coluna a ser inserida no PMR se o seu custo reduzido
for positivo, isto é, v(PPLAMC){® — 3, > 0, em que 3, é a varidvel dual associada
com a k¢ restricao de convexidade de (4.38). Com isso, o PMR coordena as solugoes
dos problemas por meio de suas variaveis duais, buscando uma solucao para o problema

original.

Considerando que « é um vetor com @ posigoes (o € RE), em que oy € R, ¢ =1..Q0 —
l,ag € R e @ é a quantidade de restri¢oes de acoplamento, sendo a posicao () de «
correspondente a restrigao (4.6), a decomposicao apresentada acima fornece um modo
alternativo de se obter a relaxagao LagClus para o PPLAMC (LCSYPPLAMC):

K Q-1
[hlv (LCSCPPLAMC) =Y {v(PPLAMC){C} +> " a, + pag (4.41)
k=1 qg=1

O conjunto inicial de colunas é composto apenas por solucoes viaveis para o PPLAMC.

O algoritmo mostrado na Figura 4.6 gera uma quantidade pré-definida dessas solugoes.
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Rotina Inserir Solucé&o Viavel RMP (Num Solutions)
//Seja Num_ Solutions o nimero de solucdes viaveis iniciais
Para i <« 1 até Num Solutions facga
Escolha p localizacgdes aleatoriamente;
Para 1 < 1 até |I| Faca
Alocar o ponto de demanda 1 a facilidade (previamente escolhida)
que esteja dentro de sua &area de cobertura, que tenha a menor
valor de demanda acumulada e que ndo exceda a vrestricdo de
capacidade (4.4) ou (4.5).
Aplique o algoritmo Iocation-allocation proposto por Pereira e
Lorena (2002) para melhorar a solucdo.
Fim-para
Insira a solucdo factivel no PMR.
Fim-Para
Fim Rotina

Figura 4.6 - Algoritmo para inserir solugdes viaveis ao PMR.

Cada solucao viavel gerada pelo algoritmo acima representa K colunas no PMR, uma
para cada cluster. A Figura 4.7 mostra o diagrama com os fluxos e os passos principais
do método de geragao de colunas usado neste trabalho. A drea sombreada representa a

repeticao necessaria para se produzir melhores colunas.

Os critérios de parada para o processo de geracao de colunas sao: nenhuma das novas
colunas geradas tem custo reduzido positivo ou v (PMR) > v (LCS“PPLAMC). Este
ultimo critério é possivel, dado que o valor da LagClus é um limitante superior para o
processo de geracao de colunas e o valor do PMR é também um limitante superior quando
esse teste é satisfeito. Com isso, o processo pode ser finalizado, mesmo tendo ainda colunas

a acrescentar.

Para este problema nao foi necessario remover colunas improdutivas, pois como sera

mostrado mais adiante, poucas colunas foram inseridas durante a aplicacao do algoritmo.
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e e e e S

> Resolver o PMR 4

v

Obter as
variaveis duais.

v

Formulacao Atualizar os
PPLAMC subproblemas usando
(4.32 -4.33) using (4.40).
Gerar colunas.
Calcular o limitante
DW Decomp. LagClus (4.41).

Inserir colunas

A

PPLAMCpy, (4.36 —4.39)

v

Gerar o
conjunto inicial
de colunas para

o PMR

Existem colunas
com o custo
reduzido
positivo?

+Sim

Nao

v(PMR) 2 v (LCgCPPLAMC) ?

I Nao

Algoritmo de geracdo de colunas

> Resolver o
PMR binério

Figura 4.7 - Diagrama dos passos usados na abordagem da geragdo de colunas.

Fonte: adaptado de Ribeiro (2007).

4.5 Algoritmo Genético Aplicado ao PPLAMC

O Algoritmo Genético Construtivo (AGC) foi descrito no Capitulo 2 e, como foi dito,
trabalha com uma populacao inicial composta por estruturas e esquemas. O simbolo
# é chamado de curinga e representa um ponto ainda nao definido para o problema.

Neste trabalho, esse simbolo recebera o valor 1, tornando-se uma facilidade, ou o valor 2,
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tornando-se um ponto de demanda que serd atribuido a uma facilidade durante a evolugao
do processo. Desta forma, considera-se um esquema representado por uma cadeia que

apresenta trés tipos de informagoes:

e 1 : vértice que representa uma facilidade;

e 2 :vértice que representa um ponto de demanda que é atribuido a uma facilidade;

e # : vértice curinga, que se tornard uma facilidade ou um ponto de demanda a

ser atribuido a uma facilidade durante o processo evolutivo.

A Figura 4.8 mostra um exemplo de uma cadeia para um problema com 10 pontos e 2

facilidades.

Figura 4.8 - Representacdo de S = (2221#1222#).

Fonte: adaptado de Furtado (1998).

A implementacdo do AGC para o PPLAMC considera a formulagao ((4.1)-(4.7)) e a
modelagem de cada individuo em um vetor, em que uma porcentagem das posicoes recebe
aleatoriamente o valor 2 e exatamente p posicoes recebem o valor 1, definindo, assim, as
p facilidades a serem abertas. As posicoes restantes recebem o valor #. Para os testes
computacionais, 20% das posicoes receberam o valor 2. A Figura 4.9 mostra um possivel

individuo da populacao inicial para um problema com quatro centros e trinta nos.

HH2HLVHAHAALAH N H2HALH2HALHARLH#2H#

Figura 4.9 - Possivel individuo para um problema com quatro centros e trinta nds.
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O operador de selecao base-guia escolhe duas estruturas para o cruzamento. A primeira,
denominada base (Spuse ), € obtida dos 20% melhores individuos da populagao. A segunda,
denominada guia (Syuia), ¢ selecionada da populacdo total. O operador de cruzamento
compara essas duas estruturas em posicoes correspondentes, gerando uma nova estrutura

filha (Shova), cOm as seguintes regras baseadas em Furtado (1998):

Stase = # € Sguia = # €NLA0 Spova = #;

® Stase = 1 € Sguia = 1 entao Spove = 1;

® Shase = 2 € Sguia = 2 entao Spove = 2;

® Spase = 1 € Sguia = # entao Spovq = 1;

® Spase = 2 € Sguia = # entao Spovq = 2;

® Stase = # € Sguia = 2 entao Spope = 2;

® Shase = F 0U 2 € Sgyuig = 1 entao Syppq = 1 ou 2, escolhido aleatoriamente; e

® Shase = 1 € Sguia = 2 entao Syeue = 1 ou 2, escolhido aleatoriamente.
Ap6s a aplicacao do operador de cruzamento, pode-se ter mais do que p valores I em
Shova. Essa condicao nao é relaxada e uma validacao da nova estrutura é feita para se

garantir exatamente p facilidades, inserindo ou eliminando aleatoriamente valores 1 nessa

nova estrutura.

O operador de mutacao faz uma troca de um centro com um vizinho que nao tem a sua
demanda atendida. Isso aumenta a chance de todos os pontos de demanda serem centros.

O algoritmo do operador de mutacao é mostrado na Figura 4.10.

Rotina Operador Mutacdo
Verificar se existem pontos de demanda que ndo sdo atendidos
Se existirem
Entéo
Escolher um deles aleatoriamente e atribuir-lhe o valor 1 (defini-
lo como facilidade)
Escolher uma posigcdo que contenha uma facilidade e atribuir-lhe o
valor 2
Fim-Se;
Fim Rotina

Figura 4.10 - Operador de mutacg3o.
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O tratamento das restrigoes (4.2), (4.3) e (4.4) ou (4.5) é baseado no loop interno do
algoritmo da Figura 4.6. As p facilidades exigidas na restrigao (4.6) sao consideradas na
propria definicao do individuo, conforme exemplo na Figura 4.9. Definidas as localizacoes

e as alocagoes, o valor da funcao objetivo é obtido de forma trivial.
4.6 Clustering Search Aplicado ao PPLAMC

Discute-se a seguir uma versao do CS para a resolucao do PPLAMC. Uma solugao
é representada por uma estrutura computacional que contém os centros de servigos
localizados, a alocacao dos pontos de demanda e o valor da funcdao objetivo. A Figura
4.11 mostra um exemplo de centros de servigos localizados em uma possivel solucao com

p = 5.

318 1211925

Figura 4.11 - Centros de servicos localizados em uma possivel solu¢cdo com p = 5.

O componente MH, responsavel por gerar solucoes para o processo de agrupamento, foi
implementado utilizando a metaheuristica Greedy Randomized Adaptive Search Procedure
- GRASP (FEO; RESENDE, 1995). O GRASP é basicamente composto por duas fases: uma
de construcao, na qual uma solucao viavel é gerada e uma fase de busca local, na qual a

solucao construida é melhorada.

A fase de construgdo do GRASP foi baseada na heuristica proposta por Marianov e
Serra (1998) e é mostrada na Figura 4.12. Existem duas diferencas da heuristica original.
Primeira, no Passo § ¢é escolhido o centro com a mais alta taxa de chamada corrente.
Segunda, apds o Passo § é feita uma busca local, que no caso do PPLAMC ja é aplicada
na segunda fase do GRASP.

A fase de busca local do GRASP usa a heuristica de localizagao-alocacao proposta por
Lorena e Pereira (2002). As solugoes obtidas na fase de constru¢ao podem ser melhoradas
com essa nova heuristica, buscando-se um novo centro de servigos dentro de cada area
de cobertura, substituindo-se o centro de servigos corrente por um vértice da mesma
area. Apos essa troca, o atendimento dos pontos de demanda deve ser recalculado, pois a

alocacao e a configuracao de cobertura desses pontos podem ser modificadas.
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Heuristica Construtiva

Passo 1:
Faca uma lista (D;) das posicdes candidatas a facilidades, ordenadas
decrescentemente por taxa de chamada.
Para cada localizacdo candidata, calcule o lado direito da equacéo
(4.4) ou (4.5), dependendo do modelo aplicado.
Para cada localizacdo candidata j, faca uma lista (D;j;) de todos os
pontos de demanda i dentro da distdncia padrdo, ordenados por
distédncias crescentes a localizacdo candidata.

Passo 2:
Para cada localizacdo candidata, faca a taxa total de chamada
corrente igual a zero.

Passo 3:
Comegando com a primeira localizacdo j da lista D;, some a sua taxa
de chamada, a taxa f; do primeiro ponto da lista D;;. Entao,
adicione a taxa f; do segundo ponto, e assim por diante, até que
qualquer extra valor adicionado exceda o limite de chamadas de j.
Aloque temporariamente todos esses pontos de demanda ao centro
hipotético no ndé j.

Passo 4:
Repita o Passo 3 para todas as localizagdes candidatas de D;. Deve-
se observar gque um mesmo ponto de demanda pode estar
temporariamente alocado a varios candidatos a centro.

Passo 5:
Localize um centro de servigos em um ponto escolhido
aleatoriamente dentro dos pontos com mais alta taxa de chamada
corrente. Retire todos os pontos de demanda alocados a este das
lista D;; e os aloque definitivamente a este.

Passo 6:
Repita os Passos 2 a 5 até que todas as facilidades estejam
localizadas.

Fim-Heuristica

Figura 4.12 - Heuristica construtiva do GRASP.

O componente Al realiza um agrupamento iterativo de cada solugao obtida pelo GRASP
e trabalha como um classificador, mantendo no sistema somente informagcoes relevantes e
direcionando a busca nas areas promissoras. Um niimero méximo de regioes é definido a

~esima

priori. A i regiao tem o seu préprio centréide C; e um raio r que é comum as demais.

A métrica de distancia, que calcula a similaridade entre o centréide das regioes e a solugao
recebida do componente MH, é definida neste trabalho como o nimero de diferentes
centros de servicos localizados entre a solucao GRASP e a solucao do centréide da regiao.
Sendo assim, quanto maior o nimero de centros de servigos diferentes entre duas solucoes,
maior sera a distancia entre elas e menor sera a similaridade. A solucao GRASP sera,

entao, atribuida a regiao com menor distancia métrica.

No processo de assimilagdo é utilizado o método path-relinking (GLOVER, 1996), que
realiza movimentos exploratérios na trajetéria que interconecta a solucao gerada pelo

GRASP e a do centréide do agrupamento mais similar (C;). Assim sendo, o préprio
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processo de assimilacao ja é uma forma de busca local dentro do agrupamento, pois o
centroide vai ser deslocado para a melhor solucao avaliada nessa trajetoria, caso ela seja
melhor que o centréide corrente. A Figura 4.13 apresenta um exemplo do path-relinking
aplicado ao PPLAMC, em que no centréide do agrupamento estd uma solu¢ao com os
centros localizados nos pontos 3, 8, 12, 19 e 25, e a nova solugao tem as localizagoes em

3, 15, 21, 7, e 30. Para essas solucoes a distancia métrica é 4.

Centroide do agrupamento
|3|8|'12|'1E||25|

il Ee

|3|15|12|19|25||3|a|21|19|25||3|e|12|?|25||3|a|12|19|30|

e

‘3‘15‘12‘?|25||3|a|21|7|25| [3]s[2]7 ]3]
[3][s]2]7 ]3] [3]s][af7][]

/

|3|15|2‘1|?|30|

Solucéo

Figura 4.13 - Path-relinking aplicado ao PPLAMC.

O componente AA verifica se o agrupamento ja pode ser considerado promissor, isto é,
quando a quantidade de solucoes a ele designadas ultrapassa um certo valor y;, definido
a priori. Este componente é executado toda vez que uma solugao for atribuida a um

agrupamento.

O componente AO é ativado sempre que AA descobre uma regiao promissora. A sua
implementagao baseia-se também na heuristica de localizacao-alocagao proposta por
Lorena e Pereira (2002), utilizada na fase de busca local do GRASP, modificando-se a
maneira de selecionar um novo centro de servicos. Em vez de trocar um centro corrente
por um vértice da sua area de cobertura, troca-se o centro corrente por um vértice nao
alocado, escolhido aleatoriamente, modificando-se a solugao de alocagao e recalculando-se
a cobertura. Esse processo permite buscar boas solucoes em diferentes partes do espaco

de busca em relacao ao GRASP.
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O pseudo-céddigo do CS é apresentado na Figura 4.14.

Procedimento CS
Para (numero de iteracdes nédo satisfeito) facga
// componente MH
s =
Enquanto (solugdo nédo construida) Facga
Produzir a Lista de Candidatos (LC)
e = selecionar elemento aleatoriamente dentro
dos 20% melhores.
s = s U {e}
Atualizar lista de Candidatos (C)
Fim-Enquanto
Buscalocal (s)
Aplicar o componente AI (s)
Aplicar o componente AA (regido ativa)
Se (regido ativa for promissora) Entéao
Aplicar o componente AO
Fim-Para
Fim-Procedimento CS

Figura 4.14 - Pseudo-cédigo do CS aplicado ao PPLAMC.

4.7 Resultados Computacionais

Para os experimentos computacionais foram utilizadas redes de 30, 324 e 818 nds. A
primeira foi proposta por Marianov e Serra (1998) e encontra-se mostrada na Tabela
4.3. As demais foram criadas a partir de uma base de dados geograficos da cidade de
Sao José dos Campos-SP, acrescida da populacao ficticia em cada ponto de demanda.
Estas redes estao disponiveis em http://www.lac.inpe.br/~lorena/instancias.html.

Vérias instancias foram montadas, variando-se os parametros p, b, ¢, v e T.

Para a implementacao do problema de maxima cobertura, os centros de servicos foram
considerados postos de satide, com um médico em cada centro. Cada ponto de demanda

é um potencial centro de atendimento e as distancias sao euclidianas.

Para a rede com 30 vértices considerou-se: raio de cobertura igual a 1,5 milhas, o tempo
médio de atendimento igual a 20 min e a taxa de chamada didria igual a 0,015 vezes a
populacao do ponto de demanda para as restricoes do comprimento da fila e 0,006 vezes
a populacao do ponto de demanda para as restricoes do tempo de espera, todos definidos

em Marianov e Serra (1998).

Para a rede com 324 vértices considerou-se: raio de cobertura igual a 250m, e para os de
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818, 750m. Para as duas redes foi considerado o tempo médio de atendimento igual a 15
min e a taxa de chamada igual a 0,01 x populagao do ponto de demanda, tanto para as

restricoes do comprimento da fila, como para as restricoes do tempo de espera.

Tabela 4.3 - Rede de 30 nds proposta por Marianov e Serra (1998)

N6 X Y Populacao N6 X Y Populacao
1 32 3.1 710 16 3.0 5.1 110
2 29 32 620 17 1.9 4.7 100
3 27 36 560 18 1.7 3.3 100
4 29 29 390 19 22 4.0 90
5 32 29 350 20 25 1.4 90
6 26 25 210 21 29 1.2 90
7 24 3.3 200 22 24 48 80
8 3.0 3.5 190 23 1.7 4.2 80
9 29 27 170 24 6.0 2.6 80
10 29 21 170 25 19 2.1 80
11 3.3 2.8 160 26 1.0 3.2 70
12 1.7 5.3 150 27 34 5.6 60
13 34 3.0 140 28 1.2 4.7 60
14 25 6.0 120 29 19 38 60
15 21 28 120 30 2.7 4.1 60

Os nomes dos problemas foram codificados do seguinte modo: quantidade de pontos,
quantidade de centros de servigos, tipo de restrigdo (0 para a quantidade de pessoas na
fila e 1 para o tempo de espera), quantidade de pessoas na fila ou tempo de espera, e
probabilidade. Exemplo: 324_20_0_2_95 significa 324 pontos, 20 centros, restricao para a
quantidade de pessoas na fila, maximo de duas pessoas na fila com probabilidade de, no

minimo, 95%.

Os tempos nas tabelas estao em segundos e foram obtidos em um computador Pentium
IV 3GHz com 1GB RAM. Todos os experimentos foram limitados em trés horas de
processamento (10800s). O particionamento do grafo de cobertura foi realizado pela
heuristica METIS (KARYPIS; KUMAR, 1998a), que busca balancear o nimero de vértices
nos clusters. Os subproblemas da LagClus, a relaxacao de programacao linear e o PMR
foram resolvidos usando o CPLEX 10. Entretanto, mesmo usando esse solver, nao foi
possivel resolver os subproblemas da LagClus e os subproblemas geradores de colunas
para o PMR em trés horas de processamento para algumas instancias do PPLAMC,
ou seja, nao se conseguiu executar um passo do algoritmo de subgradientes ou uma
repeticao do algoritmo de geracao de colunas. Para evitar esse tempo excessivo, utilizou-

se um algoritmo que limita o tempo de cada subproblema, permitindo assim a aplicacao
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da LagClus e do Algoritmo de Geracao de Colunas, conforme descrito na Figura 4.15.
Considerando a LagClus, se algum subproblema nao for resolvido de forma 6tima (varidvel
limitante_valido = 0), mesmo tendo uma solugao viavel inteira para esse cluster, o valor
do dual lagrangeano nao pode ser considerado um limitante, porém a solugao inteira é
utilizada para compor a solugao relaxada do PPLAMC. Considerando o Algoritmo de
Geracao de Colunas, mesmo que algum subproblema nao seja resolvido de forma étima,

a solucao inteira encontrada para esse cluster pode ser inserida no PMR.

As Tabelas 4.5, 4.6 e 4.7 comparam os métodos utilizados em 26 instancias da rede de
30 nés, as Tabelas 4.8, 4.9 e 4.10 comparam os métodos aplicados em 24 instancias da
rede de 324 vértices e as Tabelas 4.11, 4.12 e 4.13 comparam os métodos aplicados em 24

instancias da rede de 818 vértices.

Procedimento Limitar_Tempo_Subproblema
Configurar o tempo_maximo para execucdo do subproblema
no CPLEX
Definir um valor de acréscimo ao tempo maximo (delta)
Fazer limitante_valido = 1
Fazer limitante = 0O
Para (cada subproblema) Faca
Resolver subproblema no CPLEX
Enquanto (solucdo viavel ndo encontrada) Faca
tempo_maximo = tempo_maximo + delta
Continuar resolvendo o subproblema no CPLEX
Fim-Enquanto
Se (solucdo nédo é otima)
limitante valido = 0O
Fazer limitante = limitante + solucao
Fim-Para
Retornar variaveis limitante_valido e limitante
Fim-Procedimento Limitar_Tempo_ Subproblema

Figura 4.15 - Algoritmo usado para resolver os subproblemas em tempo limitado.

4.7.1 Resultados do PPLAMC obtidos via CPLEX, Heuristica e

Metaheuristicas

As Tabelas 4.5, 4.8 e 4.11 mostram os resultados da aplicacao do CPLEX, heuristica e
metaheuristicas ao PPLAMC e sao divididas em seis grupos: o nome da instancia, os

resultados do CPLEX os resultados da heuristica proposta por Marianov e Serra (1998),
os resultados do AGC, os resultados do GRASP (componente MH do CS) e os resultados
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do CS. O valor em negrito mostra a melhor solugao encontrada para a instancia.

Nas colunas referentes ao CPLEX sao fornecidos: a solugao inteira vidvel (coluna Solugao)
e o gap obtido do CPLEX 10.0 (coluna Gap C), definido como o desvio percentual entre
os limitantes superior (UB) e inferior (LB), calculado como: % % 100. Para a rede
de 30 nés, o CPLEX nao encontrou a solu¢ao 6tima em trés instancias (cerca de 12%
dos casos estudados). Considerando a rede de 324 nés, os problemas marcados com
na coluna Gap C tiveram a execucao interrompida por falta de memoria. Além disso, o
CPLEX nao encontrou o valor 6timo em oito instancias. Para a rede de 818 vértices o
CPLEX nao encontrou o valor étimo em cerca de 46% das instancias testadas, sendo que

em quatro, os gaps ficaram acima de 100%.

Os resultados da heuristica proposta por Marianov e Serra (1998) refletem as solugoes de
cada instancia mostradas em trés colunas: o valor encontrado (coluna Solucao), o tempo
de execugao (coluna Tempo) e o desvio (coluna Gap H), calculado como 100*(Solugao
CPLEX - Solucao da heuristica)/(Solugao CPLEX).

Os resultados do AGC e do CS refletem cinqiienta execugoes de cada instancia e sao
mostrados em quatro colunas: o melhor valor encontrado (coluna Melhor), o valor médio
da funcao objetivo (coluna Média), o tempo médio (colunas Tempo) e o desvio (coluna
Gap G e Gap CS, respectivamente) que define, em porcentagem, o erro relativo entre
os valores das colunas Solugao CPLEX e Melhor, calculado por 100*(solugao CPLEX -
Melhor)/(Solu¢ao CPLEX). O valor de x foi considerado igual a 6, ajustado ap6s varias
execugoes, fornecendo bons resultados para o CS. Valor negativo de gap indica que a
melhor solucao do AGC ou do CS foi melhor do que a do CPLEX.

Os resultados do GRASP refletem cinqiienta execugoes de cada instancia e sao mostrados
em trés colunas: o melhor valor encontrado (coluna Melhor), o valor médio da fungao
objetivo (coluna Média) e o tempo médio (coluna Tempo). O GRASP (componente MH
do CS) encontrou piores valores para a fungao objetivo que o CS em cerca de 8% das
instancias, considerando a rede de 30 nds; em 75% das instancias, considerando a rede
de 324 nds, e em cerca de 92%, para a rede de 818 nds. Isto mostra que os demais
componentes do CS contribuem para melhorar os valores das solucoes, porém, com um

custo computacional maior.

Para todas as redes, de modo geral, as solugoes do CS foram melhores que as da heuristica
do Marianov e Serra (1998) e das demais metaheuristicas. Para a rede de 30 nds, o
CS forneceu o mesmo valor encontrado pelo CPLEX em cerca de 65% das instancias,

considerando os valores médios, e em cerca de 88%, considerando a melhor solucao, com
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melhor tempo médio. Para a rede de 324 o CS foi melhor que CPLEX apenas no tempo
médio. Para a rede de 818 nds e considerando a melhor solucao, o CS encontrou valores
iguais ao CPLEX em 58% das instancias e valores melhores em cerca de 33%, com melhor

tempo médio.

Os resultados do AGC foram obtidos usando-se os valores dos parametros mostrados na

Tabela 4.4, ajustados apos varias execugoes do programa.

Tabela 4.4 - Parametros usados no AGC

Parametro Instancias com 30 e 324 pontos
GMax 1,1* soma da populacao de todos os pontos de demanda

d 0,1

e 0,001

1 0,0001
Cruzamentos por geragao 30
Probabilidade de mutacao 0,20
Populagao inicial 300
Quantidade méxima de geragoes 300

4.7.2 Resultados do PPLAMC Obtidos com Relaxagoes

Um algoritmo de subgradientes adaptado para a LagClus e para a relaxacao lagrangeana
foi implementado conforme Parker e Rardin (1988), Narciso e Lorena (1999) e Wolsey
(1998). O controle utilizado para o passo (parametro m) foi o proposto por Held e
Karp (1970), que se inicia com o valor 2 e é dividido a metade se durante 30 iteragoes

consecutivas o limitante superior nao decrescer. As condi¢oes de parada foram:

e m <0,005;
e (limite superior - limite inferior ) < 1;

e Quadrado da norma euclidiana do subgradiente = 0.

As Tabelas 4.6, 4.9 e 4.12 mostram os resultados das relaxagoes aplicadas ao PPLAMC
e sao divididas em quatro grupos: o nome da instancia, os resultados da relaxagao de
programacao linear, os resultados da relaxacao lagrangeana e os resultados da LagClus.

A coluna Gap PL nessas tabelas foi calculada da seguinte maneira: Gap PL(%) =
(Limite Superior—Solucao CPLEX)
Solucao CPLEX

: : Limite Superior—Limite Inferi o
calculadas da seguinte maneira: Gap(%) = Hmite T nferion) » 100. Os limites

x 100. As colunas Gap Lag e Gap LC nessas tabelas foram

inferiores para a relaxacao lagrangeana foram obtidos com o algoritmo MTHG, conforme
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descrito em 4.2. Para a LagClus, foram utilizadas as melhores solucoes encontradas na
literatura disponiveis nos trabalhos de Corréa e Lorena (2006), Corréa et al. (2007) e
Corréa et al. (2008).

Em todas essas tabelas, nota-se que os limitantes de programacao linear sao altos se
comparados com os do CPLEX, da relaxagao lagrangeana e os da LagClus. As linhas
em negrito indicam solugoes 6timas encontradas pelos métodos. A Lag Clus foi aplicada
as instancias do PPLAMC modeladas por grafos de cobertura. Esses grafos foram
particionados em 2, 10 e 20 clusters para, respectivamente, as instancias com 30, 324

e 818 nos.

Para as instancias mostradas na Tabela 4.6, a relaxacao de programagao linear apresenta
um tempo computacional baixo, porém o gap médio é o maior, com 32,3%. Analisando
agora as demais relaxagoes, percebe-se que a relaxacao lagrangeana encontra varias
solugoes 6timas e gap médio 0,92%, enquanto a LagClus encontra apenas uma, porém

com o menor gap médio, de 0,77%.

Para as instancias mostradas na Tabela 4.9, com 324 nds, a relaxacao de programacao
linear também apresenta um tempo computacional baixo, ainda com o maior gap médio,
de 246,7%. A relaxacao lagrangeana encontra varias solugoes Gtimas com gap médio de
0,008%, menor que o encontrado com a LagClus, com 0,07%. A importante vantagem da
LagClus sobre as demais relaxacoes estd nas instancias de grande porte, como pode ser

observado a seguir.

A Tabela 4.12 apresenta os resultados para as instancias de grande porte com 818 pontos.
O gap médio da relaxacao de programacao linear é significativo, maior que 800%. Também
problemética para estas instancias € a relaxacao lagrangeana, que nao conseguiu executar
a primeira iteracao do algoritmo de subgradientes em trés horas de processamento.
Conseqilientemente, nenhum gap pode ser calculado. Analisando agora os resultados da
LagClus, percebe-se que o tempo computacional médio utilizado por ela é comparéavel
ao do CPLEX, com média em torno de 7500s. Entretanto, a LagClus apresenta um gap
médio menor, em torno de 28%, contra 73%, do CPLEX.

Desta forma, com o objetivo de investigar apenas os limitantes duais da LagClus foram
utilizados limitantes inferiores fixos, com as melhores solugoes encontradas na literatura
(CORREA; LORENA, 2006; CORREA et al., 2007) e reportadas nas Tabelas 4.5, 4.8 e 4.11.

A abordagem da geracao de colunas mostrou-se mais interessante que as relaxacoes, como

serd apresentado a seguir.
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4.7.3 Resultados do PPLAMC Obtidos com o Algoritmo de Geracgao de

Colunas

As Tabelas 4.7, 4.10 e 4.13 mostram os resultados da aplicacao do algoritmo de geragao

de colunas ao PPLAMC, que sao apresentados em dez informacoes para cada instancia:

e Instancia - nome da instancia;

e Numero de clusters - quantidade de clusters usados para o particionamento do

grafo de cobertura.
e Numero inicial de colunas - quantidade de colunas considerado no PMR inicial;
e PMR inicial - valor inicial obtido do PMR;
e Numero final de colunas - quantidade final de colunas do PMR;
e PMR Final - valor final obtido do PMR;
e Tempo GC - Tempo de processamento da geracao de colunas;
e Solucao IP - valor obtido com o PMR resolvido usando varidveis inteiras;
e Tempo IP - Tempo de processamento do PMR com varidveis inteiras.

e Gap GC - Calculado por (EMEfinal = solucao inteirado PMR) 10y - (41 GC igual a

solucao inteira do PMR

zero significa que o valor étimo foi obtido (valores em negrito).

Para a rede de 30 nds, na Tabela 4.7, o tempo de execugao do algoritmo de geragao
de colunas foi competitivo comparado ao CPLEX, com bons valores de solu¢ao, em que

também foram provados dez valores 6timos.

Para a rede de 324 nds, dez instancias foram dificeis para o CPLEX, ou por problemas
de memoéria ou por nao encontrar o valor étimo em trés horas de processamento. Como
mostrado na Tabela 4.10, o algoritmo de geragao de colunas conseguiu obter quatro valores
6timos entre essas dez instancias. O tempo de execugao da abordagem da geracao de
colunas foi bastante competitivo em relagao ao CPLEX, com bons valores de solu¢ao. As
instancias marcadas com um * definem uma parada de execucdo por limite de tempo.
Nesses casos, o valor do PMR final nao pode ser usado como limitante para provar a
otimalidade da solucao inteira. Portanto, seus gaps sao estimados. Os dezoito valores

6timos encontrados sao mostrados em negrito.
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Os critérios de parada para o processo de geracao de colunas sao: nenhuma das novas
colunas geradas tem custo reduzido positivo ou v (LCY“PPLAMC) — v(RMP) < 1,
dado que, para as instancias testadas, os coeficientes da fungao objetivo definida em (4.1)
sao valores inteiros. Além disso, por serem inteiros esses coeficientes, uma solucao dada
pelo PMR com variaveis bindrias pode ser considerada ¢tima se a diferenca entre os valores
do PMR binério e do PMR final for menor que 1, uma vez que o limitante superior do

algoritmo de geracao de colunas é equivalente ao da LagClus, conforme (4.41).

Para a rede de 818 nés, o tempo de processamento da geracao de colunas foi bastante
competitivo em relacao ao CPLEX, com melhores solucoes em cerca de 42% das instancias.
O CPLEX nao encontrou o valor 6timo em cerca de 46% das instancias. Para todas as
instancias que o CPLEX encontrou solucao 6tima, o algoritmo de geracao de colunas
também encontrou, com melhores tempos computacionais. Além dessas, a geracao de
colunas provou a otimalidade de outras nove nao provadas pelo CPLEX em trés horas de
processamento. Além disso, a média dos gaps para a abordagem de geracao de colunas,

cerca de 0,003%, ¢ insignificante comparada as relaxacoes e ao CPLEX.

Um resultado interessante é que a geracao de colunas insere um pequeno conjunto de
novas colunas no PMR. Sao inseridas, em média, 30 colunas para a rede de 30 nds, 78
para a de 324 nés e 26 para a rede de 818. Este mesmo comportamento foi observado por
Ribeiro e Lorena (2007), Ribeiro e Lorena (2008a).

A Figura 4.16 mostra o comportamento do Algoritmo de Geragao de Colunas para uma
instancia especifica. Deve-se observar que, no final, o limitante LagClus encontra o valor
do PMR. Isto valida a equagao (4.41) e indica que o PMR final é um limitante para o
PPLAMC.
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Instancia 324_20_1_40_85

55440

55420 -

55400 1

55380 -

Funcéo Objetivo

55360 -

—+—|agClus
—8—PMR
—o— Melhor limite conhecido

55340

55320

13 16 17 19 21 23 25 27 29

Iteracdes

Figura 4.16 - Convergéncia da geracdo de colunas para a instancia 324_20_1_40_85.

107




GZ0'0  FFO'0  g'LeSP  8'08SY | 6100 g9zsy  L'LTSY | 990 6IT°0  GeSP  1'S2SF | 000°0  €20°c  9'68SV | 9'89¢T S90°0 T‘gesy RIPOIN

ce0'o 0 06€S  06€S | L300 06€S  06£S LL0 0 06€S  06€S | 0000  ¥eg'€ 012S 0g‘9 0 06€S | GGV 176G 0¢
%200 0 009% 009% | 910°0 009%  009¥% 19°0 0 009% 009% | 0000 60T 0Ge¥ GL0 0 009% | 8¢V 17 0¢
200 0 0LFS  0LPS | 610°0 O0LFPS  0LFS G6°0 0 0L¥S  0L¥S | 00000 OF'T 06£S 500 0 0L%S | G TF 178°0¢
Ge0°0 L0 068S  06£S | €00 068¢  06£S 88°0 280 0685 068 | 0000 €0 00€¢ 9g'ey 0 0TPS | SR TV 17L70¢
8200 0 798G  0€E€S | 8700 0L8S 028 00T 9¢'0  ¥LS  00€S | 0000  ¥6'C 0g1¢ 0080T  6T°0 0€€S | GRTIF T17970¢
620°0 0 0907 090% | 8200 090%  090¥% €01 0 090% 090% | 0000 €67 098¢ 6891 0 090% | 680V 1°L70€
1€0°0 0 8'809¢  0T9¢ | T¢0'0  8909¢ 0T19¢ 16°0 0 019¢ 019¢ | 0000  09‘¢ 08%¢ 79°1¢ 0 019¢ | 80V 17970¢
120°0 0 ¢'€e0¢  090€ | 910°0 &'€eoe  0%0¢ 7.0 86°0 100  020E | 0000  6S7 016% 99°¢ 0 0S0€ | 680V 176G 0¢
8¢0°0 0 068G 06E€S | L20'0 06E£S  06€S 160 0 06€S  06ES | 0000 ¢I'9 090S | 2s'0ge 0 06€S | 06708 17°9°0¢
820°0 0 00L% 00LF | S10°0 00LF  00L¥ €0 0 00L% 00L% | 0000  ¥9°0 0L9¥ 60 0 00L% | 06708176 0¢
€10°0 0 088Z 088Z | 8000 088Z 088C 65°0 0 L.8C  088T | 0000  ¢€0 0.8% 170 0 088Z | 06767 T ¥ 0¢
600°0 0 0912 0912 | 1000 091 091Z €5°0 0 091Z 0912 | 0000 0 0912 €0 0 0912 | 06767 1°¢0¢
610°0 0 8'868c  00%Z | €100 8'S86£%  00%T 7.0 o 068 068% | 000°0  00°S 085¢ 70 0 00%Z | 0678V 1°G70¢
7100 0 0261 0T6T | 1100 0Z6T 0T6T 99°0 0 0Z6T 0T6T | 0000 99T 068T 170 0 0Z6T | 06787 17 0¢
1200 0 068G 06E€S | €200 06ES  06€S 05°0 0 06£S  06ES | 0000 16T 0€es 210 0 06€£S | S620°€0¢
G10°0 0 0ZS¥ 0TS¥ | €10'0 0TSy 0TS 0g'0 0 €ISy 0ZS¥ | 000°0 111 0LV¥ 11 0 0ZS¥y | $6¢0C0¢
920°0 0 068G 06€S | ©e0'0 06E£S  06€S 760 0 06€S  06ES | 0000 19 0928 LL'€ 0 068S | S6° 10708
¥20°0 180 0vee  0¥eS | 20’0 8'6£8S  0¥gS 870 L6°0  0FeS  0¥es | 0000 19°¢ 080S¢ | 00°9TT 0 0L2S | S610°¢0¢
££0°0 0 1665 OIPS | 620°0 068G  06€Q 780 0 ¢6eS  OTI¥PS | 000°0  L€0 06£G | 00801  TIT'T 0I¥S | S6°07°0°970¢
1700 0 9°L1€G  0€€S | ©E0'0 S8CIES  0EES 08°0 0 €CES  0€€S | 000°0 ST 0TS | 00801  8€0 08€S | S6°070°¢0¢
€20°0 0 068G 06E€S | ¢20'0 06ES  06€S V0 0 06£S 0688 | 0000  ¥eg'€ 012S z1'0 0 06€S | ¢820°€0¢
910°0 0 0128 O0TIZS | SI0°0 OIS OT1TS 8¢'0 0 0128 012S | 0000  G¢'8 08.L¥ 020 0 0128 | $8¢0¢0¢
¥20°0 0 068G 06€S | 120°0 06E£S  06€S 870 0 06€S 0688 | 0000  ¥g'¢ 012S 80°0 0 06€S | S8 10°¢0¢
810°0 0%'0 0605 0605 | 9T0°0  060S  060S 9¢°0 0z'0 060 060 | 0000  TC'6 0€9¥ 1¢'e 0 001G | S8 1T07C0¢
Gz0°0 0 06€S 06€S | 6100 06E£S  06£¢ 16°0 0 06€S  06ES | 0000  ¥e'e 01g¢ g0 0 06€S | $8°0707€0¢
600°0 0 004  00LE | L00°0 00L& 00.LE 1€°0 0 004 00L& | 0000 0 00.€ TG0 0 004€ | $8°070750¢

7 odwoy, §O der) epajy IOYPIN 7 odwey, weIpojy IO\ 7 odwoy, o der) wIp9]N JIOYPIN 7 odwoy, Y dern oednjog 7 odwey, ) dery oednjog
SO 7 dSVaD 7 DOV 7 ©ILSLMOL 7 XATdD erouR)sU|

'Sou (g 9p apadJ e eJed sediisunNayeIDW o BIIISLINBY ‘XTI TdD) OP SOPe1NSay - G4 ejpqe]

108



ey 0ey LLO LT1LSY 1688V | TI'L 260 085y 1'gesy 200 1€°2¢  G'9E¥S RIPIIN
08'71¥ 9¢°0 1°027S  0°06£S | €0°T1% 02°S €'0L9¢  0°06€S 200 ST'T 0°'0LFS | S87CF 17608
0L‘TACT TO'0  O‘TO9% 0°009% | 60°0 00‘0 0‘009% 0°009¥% 200 16°]T 0°'0LFS | S87CF T 708
00‘0 000  0°0L¥S O00L¥S | TTI‘T 200 6'0L¥S 0°0L¥¢ 000 000 0°'0LFS | S8TTF 178708
0L°GLE IT°T 0°'0.¥S  0°0T¥S | 60°TT 70T 0'99%S¢  0°0T¥S 000 IT'T 0°'0LFS | S8TTF T°L70¢8
0066 0T'T G'88EG  0°08gS | €L9 61°0 0'07€S  0°0€€S 000 €9'C 0°'0LFS | S8TTIF 19708
08°L68 S I'STI¥  0°090% | 0£7% ge'e 09617  0°090¥ 200 eLve  0'0LFS | S8TOV T7L70€
212961 70T 9°2%79¢  0°019¢ | 69F 121 L'€59¢  0°019¢ 200 2SS 0°0LFS | S8T0F T 970¢
00°€8¢S €00  0‘TS0E 0°0S0¢ | TOO 00‘0 0‘080¢ 0°0S0¢ 200 762 0°0L¥G | G870V 176 0¢
02°8L9 05°0 0°LTFS  0°068S | FF'LI 1y €'T19G  0°06£S 200 8Y'T 0°0L¥S | 06705 T°970¢
OV‘1ZIT TO'0  O‘TOLF 0°00L% | <0°0 00‘0 0‘00L% 0°00L¥% 00°0 8€'9T 0°0L¥S | 0605 TG 0¢
0662 €0°0 8‘088T 0°088T | £0‘0 00‘0 0‘088C 0°0887C 200 €668 0°0L¥S | 06767 T 0¢
08‘L €00  9°091Z 0°091Z | £0°0 00‘0 0‘09TZ 0°091¢ €0°0 66°0GT  C'TEVS | 0667 1°€0¢
0G‘8ST ¥0‘0  8°00¥Z 0‘00%¥Z | 00°0 00‘0 0‘00¥Z 0°00¥C €00 T6LCT  0°0L¥S | 06787 176 0¢
0Z‘eT S0‘0 O0‘IZ6T 0°0T6T | 200 00‘0 0‘0Z6T 0°0T6T €00 0678T  0°0L¥S | 067 8% T 0¢
01°89 ¢9°0 6'7cFS  0°068S | LV'C ¢9°0 0°GeFS  0°06€S 200 7.0 0°0e¥S | S6°¢0°€0¢8
08°€1C 01'¢ z'099%  0°02S¥ | I¥‘0 000 0‘'02S¥ 0°0TS¥ 200 GG'LT V'eIeS | 6008
0066 VT VL0 0°068S | 80°G 0F'1 'S9¥S  0°06¢S 200 SP'1 0°0L7S | S6 10708
06°81¢ ¢0‘c 0'8LES  0°0L2S | S6°CY 61°0 0°08%%  0°0.2S €00 70'¢ 0°0e¥S | S6°1°0°€0¢
08°L6¢ IT°1 0°'0L¥S  0°01FS | 006 90°T G'L97S  0°0T¥S 200 IT'1 0°0L¥S | S6°0°0°9°0¢
08°C16 ee'1 0°G6ES  0°088S | 2L'6 8¢°0 005G  0°0€€S 200 €9 0°0L7S | S60°0°G0¢
08°0T 7.0 1°067S  0°06£S | LG 7.0 1°067S  0°06£S 200 7.0 0°0E7S | S8¢ 0°€0¢8
00'60T et 6'8L25 00128 | T6°C ee'T 8'8.2S¢  0°0T¢S 200 L0°C 9°LTES | G8C07C0¢
02 T¥ LL0 V'IEFS 00688 | 8T LL0 CIEYS  0°06ES 200 7.0 0°0£7S | S8 T1707¢0¢
0%°'€Te 29T 8'Z8TS  0°001S | 6%‘0 00°0 0‘00TS 0°00T1¢ 200 e 0°GTES | S8 T1T707¢0¢
03'82¢ 710 7'L6£G  0°068S | TL'6E 18T 6°L16G  0°06€G 200 7.0 0°0£7S | S870707¢0¢
0Z‘S8 T0°0  S‘00LE 0°00LE | 9g°0 00°0 0‘00LE£ 0°00L€ €00 Pe'er 60185 | S8°0°0¢ 0¢
(s) (%) Jorradns  I0LIDJUL (s) (%) Joupdns  I0LISJUT (s) (%) Jotrodns
odwoy, OTdern oywry oyuwry | odwoy, Jedery oWy W] odwa, Td den  eojruury
sniHser] RURISURISRT ORIRXR[OY IROUIT ORIRWIRISOI] Op ORIRXR[IY] RIOUR)SU]

'Sou (g 9p apaJ e esed Sa0dEXE|D) SEP SOPEYNSY - Q'p E|oqe|

109



9870 9z¥°0 1°82SY 6G8°C1T 1°65GT z 0805 G TIPSy 0006 é RIPIIN
7910 765°0 0°06£S LLG°€E 0°GT¥S ¢e0s 1°00%¢ 0005 e GGV 1°60¢
000°0 0110 0‘009¥% €0L°0 0°‘009% 1005 0°‘009% 0005 e GGV T ¥ 0¢
000°0 €0z°0 0‘'0L¥¢ 000°T 0°0L¥S 1005 0°0L¥S 0006 ré GRIF 1780¢
6S1°C €G6'C 0°05€S 068°]¢ G'Go¥S 8€0¢ 7' 197G 0005 e CRIF 1°L70¢
ccl’o 910°T 0°00€S 61L°0T 0°'07€S L10S 2'92€es 0005 ré G IV 17970¢
L16°0 GLE0 0°090% LVG'8T 0‘T80% €209 1°8L0% 0005 e G 0F 1T°L70€
N G8¥ 0 0°0T9¢ 9¢1°0¢ 6°9%9¢ 2€0S 0°929¢ 0005 e G 0F 17970¢
000°0 60T°0 0‘020¢ 28.L°0 0°0S0¢ 2005 0°0S0¢ 0005 e G 0F 176 0¢
G6£ 0 0G0 0'06£S 889°L¥ STIVS 8€0% z'90¥S 0005 e 067057 T7970¢
000°0 601°0 0‘00L¥ 81.°0 0°00L¥ 0009 0°00L¥ 0005 e 0670571767 0¢
0000 LV0°0 00882 9070 0°088% 0005 0°088% 0005 ré 06 67 177 0¢
000°0 2€0°0 0'0912 62£°0 0°09T% 0005 0°09T¢ 0005 e 06 67 T7€70¢
000°0 760°0 0‘00%2 786°C 0°00¥¢ 8005 ¥ diiste 0005 e 0687 T760¢
000°0 Lv0°0 0‘0Z61 16£°0 0°0261 0005 0°0561 0005 e 0687 T70¢
2290 9¢T'0 0°06£S L6T'TT G'eTrs 001S 0°06£S 0005 e G6 ¢ 07€0¢
0000 LV0'0 0‘02S¥ LG9°0 0'02S¥ 200S 0'02S¥ 0005 ré G6¢ 07 0¢
16€'T 760°'T 0°06£S €82°6¢ 0°GI¥S 2905 0°0S¥S 0005 e G610 0¢
€9.°0 8200 0'072S CL9VT 0°082S L2308 0°07¢S 0005 e G6T07€0€
7G0T 8.0°C 0°0T¥S 8zE 0¥ 0°L9¥%S 9€0% 6'€97S 0005 e ¢6-0707970€
cLe0 0820 0°0£€S L899 0°0S€S €105 ¢IrES 0005 e G6-070750¢
arL0 8L0°0 0'06£S L6L'T 0°0£¥S 7G0S 0°cerS 0005 e GR¢ 07¢0¢
12€'1 £90°0 0°01¢S €0L Y 8°8LCS G805 0°0TS 0005 z ¢ 07¢ 08¢
arL0 0TT°0 0°06£S 9¢9°¢ 0°'0£7S 0609 0°06£S 0005 e ¢RI 07¢0¢
961°0 €90°0 0°060S 787G 0°00TS 1€0S 0°060S 0005 e G817 07¢ 0€
61T°0 60T°0 0°06£S 0a6°LT 7'96£S 6805 0°06£S 0005 e ¢870707¢70¢
000°0 1€0°0 0'00LE 005°0 0°00L€ 2005 0°00L€ 0005 e ¢8°07°07¢ 0¢
(dD) (d1) (s) [eU  SeUN[od Op  [RDIUl  SRUNJOD P
odway, oednjog | NH odww], YN [RUY ownN YN [RIOIUI OIOWNN
(%) S42981)) Op
Ny deny | reurg YN Op BILIU] 0eIN[OG 7 SRUN[O)) 9P OBIRIOL) OP OWLIOS[Y oIomIn N RIOUR)SU]

‘sou (¢ op opaJ e esed seunjo) ap oedear) sp owloS|y Op Sopeynsdy - Ly ejeqe

110



97'9 8¢T'0  09¢L2S  §'9LL8S | V'€ 06'60L5S  8'2€L8S | L1'9T 290 T'€ITeS  6'FIPeS | €50 970 8'G6SCS | 6'898F 6000  £'9.8tS RIPIIN
80°0T 1510 9'CVe6S  G8T6S VLV 00°L6C6G  €9T6S | €09 0L0  0°LL98G  T¥68S 760 0r'0 6IT6S | 0080T G000  LSE6S | 06051708 ¥2E
6e'6 0120 6'6T79S  ©ES9S 687 0879098 12€9S | SITE LL°0 0'€18SS  9189% 7e'T €8°0 08T9¢ | 0080T  9T0°0  TS99S | 06 67 170¢¥ae
78'6 6800 §'6898S  £6L£S ST 0820968 LP9ES | TETE 00T 0'8%68S  00£€S £9°0 98°0 LLEES | 0080T 2000  6E8ES | 06 8F 103 ¥aE
7.6 9800  9°CT8T9  L¥ST9 89F  OT'GTALT9  OFLI9 | I8¢t LS80  0°99gT9  GFST9 88°0 o L€9T9 | 0080T 000  O006T9 | S8 CV 10T ¥2E
€e'01 86T°0  F'68G8¢  F098S L'V 09°7898G  G098S | 0LTC 15T 0T48L8  6008S 20'1 720 11G8G | 6'8C8 0 0ZL8S | ¢8IV 1708 ¥ae
69'6 7OT'0  L'92gSS  90£8S €9V OFLPISS  €61SS | T6°CC L0'T  O'FIPFS  FOSFS 78°0 1.0 900GS | 0080T G000  LBESS | S8 0V 1703 ¥ee
668 79G°0  9'€TOSTT TLLSTT | 98F  09°GTOSTT TLLSTIT | €8'€c  GE'C  0°GeeSTT  6€99TT | LL°0 €8°0  TGPSTT | 0080T 0200 S¥PPEIT | G8G 070G Toe
106 PPS'0  PLLTIIOT  FLETOT | 88'F  OFLLITOT  VLAEIOT | 69'7% 1€ 065686  9.S66 20'1 8C'T  82900T | 0080T  T1L0°'0 8TEIOT | S8 10708 ¥eE
1.6 20g'0  L'90TPL  S9TFL 08F  00°90T¥L  GQ9TVL | 69°CC ¢e'T  0'T00EL  LOVEL £8°0 Sl 186EL | 6'T6LF %190°0 QTIEPL | 987070705 FeE
07’6 SFe'0  ©'18S06  9SG06 797 06'81S06  0GS06 | STI'TG 68°0  0°G8E68  0.L668 18°0 6£°0 ¥er06 | 00801 €000  8LL06 | S6¢ 0700 ¥3E
90°6 0600 &'8g90L  9S90L PP 08°68G0L  T9S0L | 0F'€c  G€0  0'8080L  TLFOL 720 050 8980L | 6°TT66 0 0ZL0L | S6°T070¢ ¥ee
1€'6 9810 6'708¢F  0¥8c¥ Vo'V 03't6Ly  €18TV | 087G 080  0'S8Tgey  LLSTV €L0 870 VILTY | €TL96 1500 TI6ZF | S6 07070 Toe
9¢'e 120°0 G996  ©LI6G Vo't 01°9996C 85968 9z'8 €1'0  0'€696T  T796G el 710 8¢96¢ | 6'68S 0 08962 | 0670 1017 ¥2¢
er'e Tr0'0  €'0TE8C  8TE8T ¥e'c  00°G8¢8¢  G6TST 85’8 8T°0  0'T¢e8c  08¢8% ¢z'0 PO 908¢ | T'6SE 0 0€€8% | 06 67 T 0T ¥ce
0g'e 1100 9'0169%  L169C 81'C  09°9689C  6689¢ Ge'8 P10 0°GE89C  €£889C ¥1°0 720 GeR9Z | 9'1g¥ 0 02692 | 06 87 17 017¥2¢
ge'e 9000  £'€¥60e  8¥60E 16'c  08'0560¢  8T60€ 7e'8 900  0°G680¢  TE60E L1°0 91°0 2060 | T'FLOT 0 0960€ | S8 ¢V 1 017¥ee
ze'e 1€0°0  6'IPE6C  TSE6T €C'C 0608860  GEE6E 138 ¢I'0 0°09%6C  TCE6E 710 GZ'0 88C6¢ | S'9TG 0 09€62 | S8 IV T 01 ¥4E
Le'e L00°0  1C69.%  869.% 81'C  09°999.%  0L9.¢ 7a'8 600 0°T09L  GL9LG LT°0 o €8GLC | 1°C6% 0 00LLT | S8 OV T7017¥2E
ee'e 6L0°0  G'8896S  £696S ¥2'c  09°8896%  £696% 9°L 61°0  0°LEV6S 72968 02°0 720 8656¢ | 1196 0 0FL6S | G87C 00T Tae
7'e 01’0 €9¥60S 87605 08z 0897608 87605 69°L &0 0°TTL0SG  0880% 020 67°0 08208 | €£'26% 0 0001S | S8 T 00T ¥aE
9F'e 6T0°0  ©'€9TLE  €LILE ve'c  08'GeTLE  LGTLE 0TS 60°0  0°690L¢  SPILE ] 120 180.¢ 8% 0 081L€ | S8 00701 ¥ce
01'e Ge0'0  9'FSESy  FLEST 102 09'7Eesy  IPesy 18°L 600 0'CVeSy  LVEST 020 02°0 00€Sy | €'cog 0 06€SY | S6°¢ 00T Toe
AR €00'0  9'7SESE  69ESE 90'c  08'988Se  6€€8¢ 6L°L G0'0  0'70gse  ohese 91°0 1€°0 0Ggse | 1'Che 0 09€SE | S6 1001 Tae
91'¢ €200 G'L¥PIT  SSVIG S0'c  0C'TPPIC  9FFIG €9'8 P10 0'€L8TC  T1E¥IG 710 ¥€'0 98¢1% 729 0 09%12 | G600 01 ¥2E
odwoy, g) der) wIpoly  IOYPIN 7 odwoy,  eIpa]N IOY[PIN 7 oduoy, 0 dery wIpo]y  IOUPN 7 oduroy, H dery oednjog 7 oduray, ) dery oednjog
) 7 dSVuD 7 DOV 7 BONSLINOY 7 XHATdD RDUR)SU]

"SOU 7gE Op dpad e

eJed sedlislnayelaw o e2IISUN3Y ‘X3 1dD OP SOPeInssy - 8't ejeqe |

111



I'TEPS  ©l0'0  0'€P68S  L'9L8CS | ©'GS8 8000 L'6882S  L'9L8TS €0L°0 L9'9VZ  5'0L229T RIPOIN
0080T 2200 6'69¢6S  0°LGE6S | 6°L0€F  S00°0 009265  0°LSE6S 06€°'T TT°T€C  €°2€S96T | 0670571702 F¢E
0080T 112°0  ¥#'0LL9G 01699 | ¢'769¢  910°0 009996  0°TS99S L8T'T 89°9FC  C'96£96T | 06 67 103 T2E
0080T ezI'0 £€'C068S  0°6£8¢S | C'ITIF  200°0 0°'0FSES  0°6ERES e1e'T 0679z S'TI¥296T | 06 ST 1703 T2E
RFF8SC  T00'0 8‘006T9 0°006T9 | T‘ST 0000 0‘006T9 0°006T9 SL0'T TL°L1C  6°'T9996T | S8 ¢V 103 ¥3E
0080T 0S0°'0  ¥'67.8G  0°02L8S | T'ST 000°0 0‘0TL8S 0°0TL8S ST GOFET  6'T0C96T | 681 170 T2E
0080T I180°0  9'T¥PPSS  0°L6€SS | C'L61F  S00°0 0°'007SS  0°26€5S 06&°T 0V'7SC  G'STLI6T | 680V 1708 72E
0080T 6VL'0  8°6£€£0CT 0'STP6IT | €TV 820°0  €'8LV6IT 0'STFOEIT GeL'0 09°G9  R'66LL6T | G8C 070CT2E
0080T 0L%'0  6'202¢0T 0°ST6I0T | T°L£S 1.0°0  0°00020T 0°8Z6I0T LV0'T 66'€6 T LTLLGT | S8 170703 1CE
0080T GvI‘'0  9'CevvL  0'STIERL | ¥'T9T 190°0 0°'09¢¥L  0°GIEVL €90°'T 9¢'G9T  L'S6TL6T | S870°070C g€
0080T 8T0°'0  6'€6L06  0'8LL06 | T°90T 2000 0°08L06  0°8LL06 8L0°'T 69°LTT  9'TT9.6T | S67¢ 00T V2E
0‘2€28 TO00‘0 <‘0TL0L 0°0TLOL | S‘TT 0000 0‘0TL0L 0°0TLOL e1e'T 79'8LT  €'960.6T | S67 17070 7¢€
0080T €700 €'886¢F  0°0¢6¢F | 0°0T 0000 0‘0Z6ZF 0°0T6ZF 76G°T €8PS G'CITS6T | S670°070C V2e
L'9C 000 S‘0896C 0°0896T | T'CT 0000 0‘0896Z 0°08962 6120 Te'8¢e  T'921LTI | 060G 101 FCE
807 000 9°0€E€8C 0°‘08E8T | O‘CT 0000 0‘0£E8T 0°0£E8T 7020 GV LIPS 6'19L92T | 06 67 1 01 12E
80T €000 80269 0°0T69Z | S¥I 0000 0‘0269Z 0°0269Z 6120 8¢'69¢  L'LG€9ZT | 06 ST 101 12¢
€‘|T 2000 S‘0S60€ 0°0%60¢ | O°‘ST 0000 0‘0S60¢ 0°0S60¢ €0g'0 TLTIE  T1'SehLel | 68 ¢V 1017128
16T €000 6‘09€6C 0°09¢6T | T'ST 0000 0‘09€6Z 0°09£62 T.T°0 €L'zee  €'6V0LTT | 681V 1017 72E
69T 2000  9°00LLZ 0°00LLZ | 6F1 0000 0‘00L4T 0°00LLZ 0SZ'0 86°9G¢  G'ERCIZT | 680V 101 72¢
LTIEZ  T00°0 9'0¥L6S 0°0¥L6S | ST 0000 0‘0¥.6S 0°0¥.6S GTT'0 LL'STT  0°G690€T | S8 00T ¥72E
8‘GGL¥ 0000 T‘000TS 0°000TIS | 2T 0000 0‘000TS 0°000TS I71°0 LT'GCT  €'9€T0¢T | SR T 00T ¥2E
A4 2000  L°08T1LE 0°081LE | 9°0T1 0000 0‘0STLE O0°08TLE 88T°0 G6'STYC  6'7298¢T | S80°0 0T ¥aE
L0¢ T00‘0 8‘068S¥ 0°‘06LST | 9°¢ 0000 0‘06EST 0°06ESH 9G1°0 TL'G8T  0'8896ZT | S67¢ 00T ¥ge
9‘0¢%  T00‘0 <¢‘09¢SE 0°09g€SE | ¢TI 0000 0‘09¢SE€ 0°09gSE 8120 18°C9¢  9°TTES8TT | S6 1°0°01772¢
LT 2000 ¥'09¥IC 0'09%1IC | 6°6 0000 0‘09%1C 0°09¥1C 0S2°0 06'6LF  0°9¥FFel | S67 070701 7¢&
(s) (%) Iouedns  IOLIOJUI (s) (%) Iouredns  IOLIOJUI (s) (%) Torrodns

odwe, T dern ey oyl | odwey, Se dery eIy QYIUII] odway, md deny  eymwurg

snyHse| rURISURISRT ORIRXR[OY TeOUIT ORIRUIRISOLJ Op OvdeXR[OY RIOUR)SU]J

"SOU {g§ op apaJ e eled sagdexe|as sep sopeynsay - 6y ePqel

112



€00°0 1050 9'088¢¢ 1°L05C €886 8°2200T T'VLLTS 0000T 01 RIPIIN
000°0 zec’o 0‘09€6¢ 6'cLTT 0'09£6S L9001 0'G6T6S 0000T 01 06 0671702 72¢
600°0 360 0'7G99S | «0°0080T  &'6599S 91201 0'€€59G 0000T 01 06 67 1703 72¢
700°0 889°0 0'8€8ES S TH9¥ 0'078€S 8Z10T 0'F8LES 0000T 01 06 87 1702 7¢¢
000°0 €ar'o 0‘006T19 LvEL 0'006T9 67001 0'298T9 0000T 01 GV 1703 ¥ge
000°0 697°0 0‘0Z.8¢ LLET 0'02.L8S 9L00T 0'7T98S 0000T 01 G IV 1703 V3¢
L00°0 910'T 0'96£SS 9'9578 0°00¥SS 78101 G'peeas 0000T 0T ¢ 0V 1702 ¥a¢
6100 76G°T 0'SFF6TT | %0°0080T  C'TLV6IT 9620T 0°9ZF8TT 0000T 01 ¢ 003 ¥2e
¥20°0 8CE'T 0°€L6T0T | %0°0080T  T°L66T0T £920T 0°98€¢T0T 0000T 0T 68 T°070C 7¢E
€00°0 168°0 0'8GETL ¢‘659% 0'09E7L IT10T 0'7eTh. 0000T 01 €8 0°070% ¥2¢
000°0 0G0 0‘08.06 L06£¢ 0°08L06 c0T0T 0°cTL06 0000T 01 ¢6¢ 00 ¥E
000°0 8.8°0 0‘02L0L 89901 0°02L0L 0S00T 0°T690L 0000T 01 ¢6 170702 72¢
0000 09€°0 0‘0Z62¥ 8°¢90% 0'0262¥ G800T 0'9¢8Z1 0000T 0T G6°07070% 7cE
000°0 LST'0 0‘089672 L18 0'0896% 0T00T 0'2L96% 0000T 01 06705 T 0T ¥72¢
0000 gL10 0‘0£€8T G'eIg 0°0££8¢ %o00T 0'12E8]T 0000T 0T 06767 10T ¥¢¢
000°0 9¢1°0 0‘02692 9FFT 0'0269% 8T100T 0'7169% 0000T 01 06 87 10T ¥7¢¢
000°0 9G1°0 0‘0860¢ Sl 0°0560¢ G000T 0'6760¢ 0000T 01 CRCH 10T ¥7¢¢E
000°0 710 0‘09€62 Leyl 0'09£6% 9100T G'€CE6T 0000T 01 G IV 17017 ¥2E
0000 TLT0 0‘00LL2 3'8¢T 0°00LL% 6T00T 0°€69.L% 0000T 0T G8 0V T 01 ¥3E
000°0 €0z°0 0‘0¥.L6¢ €709 0'07L6S ZrootT 0'2896S 0000T 01 G8C 00T ¥gE
000°0 69z°0 0‘000T¢ G'20% 0°000TS 17001 7’65608 0000T 01 ¢ 1001 ¥¢¢
000°0 LST0 0‘08T.¢E 6'7.C 0'08T1.L¢ 61001 0°69TLE 0000T 01 ¢ 0°0°0T ¥2¢
000°0 €0z'0 0‘06£S¥ 9'22¢ 0'06£ST €001 0°LLEST 0000T 01 ¢6 ¢ 00T 7¢E
000°0 88T°0 0‘09€S¢ |WA% 0'09£S¢ 70001 0°L6€5¢ 0000T 01 G6 10701 3¢
0000 I71°0 0‘09%12 1°69 0'09%1% 1T00T 0'9SH1G 0000T 01 G607 00T ¥5E
(dD) (d1) (s) [euy Seunjod op [emorut SeUn[0d 9p
odwaT, oednjog | N odwaf, YINd reuy orouwn N YINd [e1o1ur OJWN N
(%) S4215M)) °p
N deny | reurg YN Op BIOU] 08IN[OS SRUN[O)) Op ORIRIOL) Op OWILIOS[Y OJOWIN N RIOURISU]

'SOU g€ op 9paJ e esed SeunjoD) ap OBeJDI) Bp OWILIOS|y Op Sopelnsay - OT'¢ Beqe]

113



06'F¢T  06T°0-  6°985T6 6'CSST6 | 16'Cc 008816 L'LTST6 | 96°S6 100 6°'I6016  €IgI6 | ¥6'T0c  S0°0-  F¥'COVI6 | £'CEP.  08¢'€L  T°L0T16 RIPIIN
0v'L8¢  010°0  6'IgESFT €88V | ©9°9F  T1°€Se8¥I  08T8VT | 96'€LT  T18°0  8'€CILPI GOGLYI | 29299  T€0  TE6LPT | 0080T  T00'0 86E8FT | 06°0S T 05818
08°9¢¢  FPO'0  S'TESIFT  98STPI | €9  G'LeSTPI  SPSIPI | 96'FLT  S8°0  V'E€PIOPT G6EPOPI | AT'TLS 950 I8GIFT | 0080T  T00'0  SFOTFT | 0667 1705818
00°GEE 0000  OT9SFET 86SFET | 66'CH  SFPFPET  FLPPET | L9°LLT  6€°0  T'6668€T 6L0FET | TT°06G 820 880FET | 0080T  TO0'0  86SHET | 06 8% T 05 8T8
6068 9£6'T-  9°LTIG86C T8S86T | 8S'C9  TTIG86C LPS86T | PLTLT  I€1-  8°C8196C €9.96C | €L°AGL  1I8T1-  LTE86C | 0080T  0S¥'¥8  CI6C6C | 8¢ 0705 8IS
L8288 9LG'T-  0°C067SC S86TST | L£'8S  9°9E8%GC  0987ST | 98'TLT 960  9'F88cSC  8E€PESE | 0'0EL  6€T1-  60SFSE | 0080T 0£Z'SIT  6801SC | S8 T7070S 818
02'79¢  200°0- 9'CLLEST 088S8T | C9°0S  8°GGLG8T  6LLGS8T | PE'LLT  8L'0  9'CSIPST STVPST | ¢L'9SL  ¥¢'0  9gPS8T | 0080T  €I0°0  9L8G8T | $80700S 8I8
81'8¢ 000°0 665665 09€6S | ¢0'GT  G'0SE6S  ©SE6S | FO'L8  ¥0O'0  8'6LE6S  9£€6S | ¥86E  ST0 69268 | £'616% 0 09€6S | 0670971702818
L9 000°0  0°0999S¢ 0999S | TIT'9T  9°TG99S  €899¢ | TA'88  O0T'0  €'99F9S  €099¢ | ¥e€Fe 010 7099¢ | 9'%STS 0 0999S | 06 67 1705 818
96°65 000°0  9688€S  OF8ES | CE'GT  L'GT8ES  LT8ES | L8'L8 G0'0  3'C9LES  VISES | T¥'CT 12°0 82LES | 0°G9GS 0 078€S | 067 8% 1705 818
128G €ET'0-  8'868T9 00619 | 9191  &'T68I9  T68I9 | €706  €0°0-  L'6ILT9  6E819 | I8TL 10°0 PIST9 | 0080T 000°FLL  SIST9 | S8CF 170 818
1€°26  T00'0-  6'6TL8G  0TL8S | ¥&'CT  C'60L8G¢  TTL8G | ©9L8 00  9°LL98¢  90.8¢ | €969  FI'0 1898 | 00S0T  ¢00'0  6TLSG | G8T¥ T0C 8T8
FO'T9  F00'0-  0'668GG  00FSS | €6'GT  €'G68GC  968G¢ | €£'88  0T'0  L'GeeSeS  TPESS | T1T°'99  €I°0  GTess | 0080T  F00'0  868S¢ | G8 0% 170¢ 818
9¢'FL  €90°0-  9'LLV6IT OSVEIT | 92'T¢ 099F6IT 8IF6TT | 8168  €0°0- F'90E61T GFF6IT | 8F'GOT 100  L6E6TIT | 00801 08F'CSE SOP6IT | S8°G 070G 8IS
9¢29  TO0'T-  6'866T0T 000ZOT | ¥2'6T 6T66T0T 966T0T | 6T°68  96°0-  8'868TOT GG6TOT | 90°9L  €6°0-  €E6TOT | 0080T 000°GEF 686001 | S8 T°070T SIS
18°99 000°0  86S€¥.  09€¥L | LT'9T  T'gGERL  €SE¥L | F0'06 €0'0  V'6LohL  TPERL | SO'GL 90°0 CIEVL | 2'€669 0 09€¥L | 987070705818
0899 000°0  96LL06 08L06 | ST'6T  S'69.06 ©LL06 | 6678  FO'0  6'CL906  LFLO6 | 6I°GL 90°0 08206 | T'860L 0 08406 | S6°¢ 0702818
16°29 000°0  ©'61.0L 0TLOL | 06'9T  T'GTLOL  LTLOL | @F'08 60°0  T°29G0L  €990L | €0°L€ 11°0 ¥590L | 6'56£9 0 0ZL0L | S671°07058I8
7878 000'0  6'816¢F 0T6ZF | ISFT 00065  €06TF | 0T'9L CI'0  LLISTh  0L8TV | L9'6c 0€'0 €6LC7 | 6'6LGF 0 0Z62% | 670707057818
ee'TT 0000  0°0896Z 08962 V9 7'6L96C  0896T | I8'LY 10°0  8'€L96¢  8L96C | 8z'SI 90°0 1996% | 8°08.% 0 08962 | 0605 T 01 8I8
Al 000°0 0‘0£€8Z 0£€8T | L90  9'8ce8C  67e8c | 8L AF  T0'0  0°8688Tt  0CEST €9°8 200 60€8¢ | ¢'€0€s 0 0£€8% | 06 6V 10T 818
Te11 000°0  0°0269Z 07692 01'9  0'8169¢  8169¢ | SE'S¥ 0’0 0'T069¢  SI69C | SETT G0'0 10692 | ¢'700€ 0 02692 | 06787 17017818
LTCT 0000 0°068S¥ 068S¥ | L6'0  ©'88eST  68¢ST | Le'6F 100 TLLESF  18€SF | 60°CT  €0°0  GLEST | T'0cee 0 06£SY | S6¢ 00T 8IS
PGTT 000°0 0°09€SE€ 09€SE€ | S99  0‘09€SE 09€SE | ST'0S 10°0  0°9¥ESE  9G€SE | S0'€T 90°0 6868 | T'TOVE 0 09€S€ | S6° 107017818
€11 000'0 66571 09VIT 089  €'8SPIc  6SPIC | S9'EP 0’0 g'6VPIc  SSvIc | 6T 710 6eV1C | L'LS68 0 09¥1Z | 9607001 8I8
odupy, gp den epoy  1oyp | oduwl,  epeiN  doypy | odudy, o den ey toypp | odud], [ den oednog [ oduy, H den oedujog
SO 7 dsvaD 7 DDV 7 ©OLSLOH | XdA1dD eIouR)suf

'SOuU QTQ op 9pad e

esed sediisunayelaw o e21ISUN3Y ‘X3 1dD OP SOpensay - TT'¢ ejeqe

114



9796,  9L0°8C  6'CSITVT  9'STCI6 7S 7'GT8  8'7Geees RIPIIN
00S0T  €TE'STT  T'GES6IEC 0'S6ESTI * * * * Cyey 1792 0°9820%S | 0605 1°0G7 SIS
0080T  SGF0'€6  6°SHPELE  0'SFOTVI * * * * €762 7182  0°9820FS | 06 6% T 06 SIS
0080T  T0G'8L  S'0920%Z 0°S6STET * * * * G'6C¥ 7108 0°9820FS | 06 S¥ 1706 818
0080T 80869 0F06905 0°9TSS6E % * * * L'Ge P8 0°98¢0FS | G8°¢ 0057818
0080T  TO0GIT 0°9820%S 0°TSSVSE * * * * L'10T Z'STT  0°9820%S | S8 T 0705 8IS
00S0T  606°6ET  G'ZE6STY  0°9.8GST * * * * €291 9°06T  098T0¥S | S87070709 SIS
0080T 0FF'0  T'1296¢  0°09£6¢ * * * * L'Ov¥ Z'0T8  0°9820%S | 0670S 1702 818
0080T €CT'0 8°62L9¢  0°0999¢ * * * * e'1ve 9°¢G8  0°98Z0FS | 06 6% 1703 SIS
8zecc  100°0  L'OPRES  0‘0OF8ES * * * * L'29¢ ¢'¢06  0°9820FS | 0687 102 818
0080T 0610 G'086T9  0°00619 * * * * z'80% 0FLL  0°98G0FS | G8¢V 1703 818
SZFIE 1000  L°0TL8S 0°0TLSS * * * * 8°62¥ 1°028  0°9820%S | S8 I 17027 SIS
0080T 6S0°0  6°CEFSS  0°00%CC * * * * 9'zse €'GL8  0'98¢0¥S | ¢80V 1703 818
0080T LGL0  €°€8¢0CT 0'6LV6TT * * * * 7'16¢ G'zee  0'9820%S | S8 ¢ 00T 8IS
0080T 1L€°L  9'81S60T 0°000Z0T * * * * €'86% 0'cey  0'98¢0FS | S8 10703 8IS
6°G0S¢ 1000 G'09¢FL 0‘09ETL * * * * z'00v 9929  0'9820FS | $870°070% 8IS
00SOT  6IG9T  G'GLLS0T  0°08L06 * * * * L'€LE Z'S6F  0°9820FS | S6 ¢ 070 8IS
00SOT  SIS'6E  £'6.886  0°0TL0L * * * * 0'cee 6'¢99  098T0¥S | S6 170702 SIS
g'serc 1000 606y 0°0T6TF * * * * z'8¢e 8'QGTT  0°9820¥S | €6 07070% 8T8
7'9SIE €000 608962 0°0896C * * * * 8°GOET 1°L29T  8'16G2IS | 06 06 T 0T 8IS
00°65€¢  €00°0  S'0£E8C  0°0£E8T * * * * 7'86GT L'S0LT  8'68€CTIS | 0667 T 0T 8IS
6'8CE€ €000 6'0269¢ 0‘0T69T * * * * S 0F¥T G'TOST  9°6STCTIS | 0678F T 0T 8IS
L'€Yy T00'0  8'068SF  0‘06E£STH * * * * 6'€06 G'Ze0T  Z'9L0¥IS | S6¢ 00T 8IS
1°€9L¢ 2000 8°09¢Se  0°‘09€SE * * * * 7' 19€T 9'T6eT  T'I6CEIS | S6 10701 8T8
¢'0gcc  ¥00'0 6°09%¥1¢  0‘09¥1T * * * * z'0SL G'08¢¢  6°0G80TS | G600 01 SIS
(s) (%) touedns  IOLISJUT (s) (%) touedns  IOLIOJUI (s) (%) Torrodns

odwoy, pTden oy  eywury | odwdy, Jepden 9w ST odway, 1d dep e

snHde| BUBISURITRT 0BIRXR[OY TeOUIT OBIRWRISOI] Op OBICXR[9Y RIOURISUJ

SOU QTQ 9p 9paJ e esed S90JEXE|2) SEP SOPEINSdY - ¢T'H e[eqe

115



€000 1LL°G 675516 7'6STT 8'€9ST16 162002 8°9FS16 00002 0% RIPIIN
000°0 eI8'¢ 0‘00¥%S¥T 8'0¥¥¢ 0°0078¥1 7£00¢ €'RCE/TT 00002 0 06 0671705818
000°0 71e' 0‘099T¥T G'G0LT 0'0G9T¥T 76002 6 TGSTVT 00002 02 06 67 17057818
000°0 €0z's 0‘009%€T V'CIET 0°0097€T 87002 S ISSTET 00002 0 06 87 17057818
0L0°0 €90°99 0'06¥786¢ G'RE6¢ 0°00L86¢ 66002 9°T8G86¢ 00002 0% G87¢ 0705818
000°0 8LG'LT 0‘000SST z's508 0°00055% €V10T €'056¥75% 0000% 0 G 17070S 818
100°0 079°ST 0'868G8T €'LL9¢ 0°006G8T 8002 1°8¢868T 00002 02 G87070705 8T8
000°0 609°T 0‘09€6¢ 3'e9¢ 0'09£6S 71002 0°09£6S 00002 02 0670517027818
000°0 9rC'T 0‘0999¢ 1'¢ze 0°09995 8000¢ 0°0999S 00002 0 06 67 1702 8T8
000°0 ear'l 0‘0¥8¢€¢ 9'1¥¢ 0'078€S L1002 0°'078¢S 00002 0% 0687 17027818
000°0 0TT°T 0‘006T9 G'6LE 000619 91002 0°00619 00002 0% G8 GV 170G 8T8
000°0 €26°0 0‘02.8¢ e'1LE 0'02.L8S 21002 0°0TL8S 00002 0% GRTI7 1703 8T8
000°0 1,91 0‘00%S¢ 0'26¢ 0°0075S 9000¢ 0°'0075S 0000% 0 G 0F 170% 818
000°0 06&°T 0‘08¥6T1T 1oLy 0'08F6TT ¢000% 0°08761T 00002 0% G8C 0705 8T8
000°0 €9G°T 0‘000Z0T G'ary 0°00020T 1100% 0°00020T 00002 0% G8 T70705 8T8
000°0 019°T 0‘09€¥ L 'V 0'09E7L 90002 0°09¢7.L 00002 0% G807070¢ 8T8
000°0 7eT'T 0‘08.06 0'65¥ 0°08.06 8000¢ 0°08L06 0000¢ 0 ¢6¢ 070 8T8
000°0 760°T 0‘02L0L 6'88¢ 0'02L0L 12002 0°0TL0L 00002 0% G6 170705 8T8
000°0 18.°0 0‘0262¥ WA 0'0262¥ 80007 0'026¢¥ 00002 0% 667070705 8T8
000°0 16£°0 0‘089672 6'86T 0'0896% 80002 0°0896% 00002 02 06705 T°0T8T8
000°0 ecr'o 0‘0£€82 9'G6T 0'0£€8C 80002 0°'0£€8C 00002 0 06 67 10T 818
000°0 6970 0'0269¢2 6781 0'0269% 60002 0°0269% 00002 02 06787 1701818
000°0 96.°0 0‘06£S¥ G'05¢ 0'06£ST 90002 0'06£ST 00002 0 G6¢ 00T 818
000°0 91¢°0 0‘09€8¢E 2’02 0'09£S¢ 11002 0°09£5¢ 00002 0% G6 1001 8IS
0000 99Z°0 0‘09%12 8'291 0'09%1% 2000% 0'09¥ 1% 0000% 0% G6 070701 8T8
(d1) (d1) (s) [euy seunjod op [emorut SeUn[0d 9p
odway, oednjog Ny odwaf, YINd reuy orouwn N YINd [e1o1ur OJdWN N
(%) S4215M)) °p
N deny | reur] YINJ Op BIOU] 08IN[OS SRUN[O)) Op 0RIRIOL) Op OWILIOS[Y OJOWIN N RIOURISU]

"SOU gTQ 9p 9paJ e esed seunjod ap oedela3 ap owilioT|e op sopensay - €'Y ejeqe |

116



4.8 Consideragoes Finais

Este capitulo apresentou os resultados da aplicagao de heuristica, metaheuristica,
relaxacoes e método de decomposicao para o PPLAMC. Trés formulacoes foram
apresentadas para esse problema, feitas para permitir a conveniente aplicacao de diferentes
métodos de solucao. Uma delas, a PPLAMC permitiu a modelagem deste problema em
grafo de conflitos. Entretanto, a utilizacao desse modelo implica em relaxar muito mais
restricoes que o problema modelado por grafo de cobertura. Desta forma, este ultimo foi

usado para permitir aplicacao da LagClus e do algoritmo de geracao de colunas.

Vérias relaxacoes foram consideradas para o PPLAMC: a relaxacao de programacao
linear, a relaxagao lagrangeana tradicional e a LagClus. A primeira apresentou os piores
resultados, chegando a mais de 800% de gap médio para as instancias de 818 pontos.
A relaxagao lagrangeana tradicional apresentou bons resultados para instancias de 30
e 324 pontos. Entretanto, nao conseguiu executar a primeira iteracao do algoritmo
de subgradientes apds trés horas de processamento para instancias de 818 pontos.
Conseqiientemente, nenhum gap pode ser calculado, deixando a LagClus como a relaxacao

mals interessante.

A abordagem do CS parece ser uma boa alternativa de solucao para o PPLAMC,
considerando os resultados médios e os tempos de processamento. Entretanto, a
abordagem de geracao de colunas pareceu ser a melhor estratégia para o PPLAMC,
pois apresentou os melhores resultados médios entre todos os relatados, em tempos
computacionais aceitaveis, além de provar os valores 6timos de varias instancias em que

o CPLEX nao conseguiu em trés horas de processamento.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho discutiu e propos métodos de solucao para dois problemas de localizacao
de facilidades, o UFLP e o PPLAMC, baseados em técnicas alternativas, dado que esses
problemas sao NP-Hard.

Foram discutidos os conceitos de grafos e particionamento de grafos, que juntamente com
as relaxacoes e decomposicao formam a base para a Relaxagao Lagrangeana com Clusters
(LagClus) e do Algoritmo de Geracao de Colunas, que sao duas das técnicas alternativas
empregadas na solugao desses problemas. Além dessas, foram empregadas também outras
relaxacoes e, especificamente para a solucao do PPLAMC, as metaheuristicas Algoritmo
Genético Construtivo (AGC) e Clustering Search (CS). As principais contribuigoes e as

proximas etapas deste trabalho sao apresentadas a seguir.
5.1 Resumo das Contribuigoes

A relaxacao lagrangeana tradicional consiste em identificar e relaxar um subconjunto de
restricoes do problema, de tal modo que o problema relaxado resultante seja de mais
facil solugao. Para a otimizacao do dual lagrangeano pode ser empregado o algoritmo
de subgradientes. Dependendo do problema, ao relaxar no sentido lagrangeano um
subconjunto completo de restri¢oes, a relaxacao resultante pode nao gerar bons limitantes.
Uma alternativa para esse inconveniente é modelar as restricoes do problema por meio
de um grafo, particiona-lo em clusters (agrupamento de vértices bem definidos) e relaxar
as arestas entre clusters no sentido lagrangeano. Esta é a idéia da LagClus, que, por nao
relaxar o conjunto completo de restrigoes apresenta vantagem sobre relaxacao lagrangeana
tradicional (RIBEIRO, 2007). Esta idéia foi aplicada ao UFLP em instancias de dificil
solugao para métodos baseados em relaxacao linear e para instancias de facil solucao
obtidas da OR-Library. Para isso, foi utilizado um grafo de conflitos, montado a partir
do complemento das variaveis de localizacao, que forneceu melhores resultados que a

relaxagao de programacao linear e a lagrangeana tradicional.

Por decompor o problema original em clusters, o Algoritmo de Geragao de Colunas
também pode ser aplicado ao UFLP, em que o PMR é formado pelas restrigoes de
conexao (acomplamento) e os subproblemas geradores de colunas, formados nos clusters. O
Algoritmo de Geracao de Colunas apresentou melhor estratégia, se comparada a LagClus
e as demais relaxacoes, por apresentar limites duais de melhor qualidade, apesar de

acréscimos nos tempos computacionais.

Outra contribuicao foi a resolucao do Problema Probabilistico de Localizacao-alocagao de

Méxima Cobertura (PPLAMC) usando-se também a LagClus e o Algoritmo de Geragao de
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Colunas. Trés formulagoes foram apresentadas para esse problema, feitas para permitir a
conveniente aplicacio de diferentes métodos de solucao. Uma delas, a PPLAMC, permitiu
a modelagem do problema em grafo de conflitos. Entretanto, a utilizacao desse modelo
implica relaxar muito mais restricoes que o problema modelado por grafo de cobertura.
Dessa forma, esse ultimo foi usado para permitir aplicacao da LagClus e do Algoritmo
de Geracao de Colunas. A relaxacao de programacao linear e a relaxagao lagrangeana
tradicional também foram consideradas para o PPLAMC, sendo que a lagrangeana
tradicional empregou a formulacio PPLAMCMS. Como a primeira apresentou os piores
resultados, fornecendo gap médio maior que 800% para as instancias de 818 pontos, e a
segunda nao conseguiu executar a primeira iteracao do algoritmo de subgradientes apds
trés horas de processamento para as instancias de 818 pontos, a LagClus se apresentou

como a relaxagao mais interessante.

Da mesma forma que na aplicacao ao UFLP, a decomposicao do problema por meio de
clusters permitiu a utilizagao da decomposicao de Dantzig-Wolfe e, conseqiientemente,
pode-se aplicar um algoritmo de geragao de colunas ao PPLAMC. Essa solucao foi
mais adequada que a LagClus, pois para todas as instancias que o CPLEX encontrou
solugao oOtima o algoritmo de geracao de colunas também encontrou, com melhores
tempos computacionais. A geracao de colunas também provou a otimalidade de outras seis
instancias nao provadas pelo CPLEX em trés horas de processamento. A média de gaps
para a abordagem de geracao de colunas, cerca de 0,003%, foi insignificante se comparada
as relaxagoes e ao CPLEX, que chegou a mais de 100% em vérias instancias, mesmo apds

trés horas de processamento.

A terceira contribuicao deste trabalho é a resolugao do PPLAMC com as metaheuristicas
Algoritmo Genético Construtivo (AGC) e o Clustering Search (CS). Os resultados médios
refletem 50 execucoes de cada instancia e apresentam melhores valores que o CPLEX
para alguns casos. Entre as duas, a abordagem do CS é a melhor solucao e mostra-se
como uma excelente alternativa quando o fator tempo de processamento é o mais critico
requisito. Entretanto, entre todas as opcoes, a abordagem de Geragao de Colunas pareceu
ser a melhor estratégia para o PPLAMC, pois apresentou os melhores resultados médios
entre todos os relatados, em tempos computacionais aceitaveis, além de provar os valores

6timos de varias instancias no tempo permitido, instancias que falhou o CPLEX.

Assim, as principais contribuicoes deste trabalho sao:

e Aplicagao da LagClus e do Algoritmo de Geracao de Colunas a solugao do
Problema de Localizacao de Facilidades Nao-capacitado ( Uncapacitated Facility

Location Problem - UFLP), utilizando-se a abordagem do grafo de conflitos;
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e Resolugao do Problema Probabilistico de Localizagao-alocacao de Maéaxima
Cobertura (PPLAMC) com as metaheuristicas Algoritmo Genético Construtivo
(AGC) e o Clustering Search (CS); e

e Aplicagao da LagClus e do Algoritmo de Geragao de Colunas a solugao
do Problema Probabilistico de Localizacao-alocacao de Maxima Cobertura,

utilizando-se a abordagem do grafo de cobertura.

5.2 Trabalhos Futuros

A pesquisa iniciada neste trabalho pode ser complementada, considerando-se alguns
aspectos que demandam investigagoes mais detalhadas. Com isso, novos trabalhos e novas

linhas de pesquisa podem ser criados:

e Para o Algoritmo de Geracao de Colunas, o estudo de novas formas de gerar
o conjunto inicial de colunas e de investigar a sua influéncia na obtencao de
solugoes duais de melhor qualidade e na melhoria do tempo de processamento.
Além disso, pode-se considerar a busca de obtencdao de um tratamento mais
eficiente para a eliminagao das colunas improdutivas e do uso de técnicas de
estabilizacdo (SENNE et al., 2007) para a redugao do tempo computacional. Pode-
se ainda estudar a aplicagao do algoritmo Branch and Price para os problemas

em que a solu¢do 6tima nao foi encontrada (SENNE et al., 2005);

e Investigagao da aplicacao da LagClus e do Algoritmo de Geragao de Colunas
a outros problemas de localizacao de facilidades com restricoes modeladas por

grafos;

e Avaliacao da possibilidade da modelagem de problemas de localizacao usando-se

outros tipos de grafos, visando a redugao da quantidade de restricoes relaxadas;

e Para esses novos grafos e mesmo para os empregados (conflitos e cobertura),
a pesquisa pode ser direcionada para a possibilidade da aplicagao da clonagem
de vértices sugerida por Sachdeva (2004), que consiste em copiar, em cada um
dos clusters, os vértices das arestas de ligacao entre eles, de tal forma que as
restricoes correspondentes a essas arestas nao sejam relaxadas, mas divididas
nos subproblemas sem relaxacao. Serao relaxadas apenas as novas restri¢coes que

garantam a igualdade entre as varidveis originais e suas copias.
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