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RESUMO

Muitos problemas de otimizacao podem ser modelados através de um grafo de
conflitos. A presente proposta aborda alguns desses problemas, apresentando uma
relaxagao lagrangeana (LagClus) obtida apds o particionamento do grafo de conflitos
em P clusters. Apds o particionamento, as arestas que conectam os clusters sao
relaxadas no sentido lagrangeano e assim, o problema original relaxado pode ser
decomposto em P subproblemas e resolvido. A vantagem desta relaxacio reside no
fato de que os subproblemas gerados apresentam estruturas semelhantes ao problema
original, conseqiientemente, os limitantes duais obtidos sao melhores que uma relaxagao
lagrangeana sobre todas as arestas do grafo de conflitos. Esta técnica foi aplicada com
éxito a problemas como o da rotulacao cartografica de pontos e do carregamento de
paletes. Devido aos resultados obtidos, este trabalho vem propor o desenvolvimento
de um algoritmo Branch-and-Price para esses problemas, assim como a aplicagao da
LagClus na formulacao reduzida, também apresentada na presente proposta, para o
problema da programacao diaria de fotos de um satélite de observacao da Terra. Os
primeiros resultados obtidos com a técnica de Geragao de Colunas sao apresentados e ja
se mostram muito promissores para a realizacao do algoritmo Branch-and-Price. !

!Este trabalho conta com apoio financeiro do CNPq.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Muitas estruturas envolvendo situagoes reais podem ser convenientemente representadas
utilizando grafos. Um grafo GG é representado através de um conjunto V' de vértices
e um conjunto F de pares de vértices ou simplesmente arestas, sendo o grafo entao
representado por G = (V, E). Por exemplo, os vértices em um grafo poderiam representar
diferentes cidades de um pais, e as linhas que as conectam poderiam indicar rodovias ou

simplesmente estradas.

Existe na literatura um tipo de grafo denominado grafo de conflitos que aparece
freqiientemente em muitos problemas. Um grafo de conflitos representa relagoes logicas
entre varidveis bindrias (Atamtiirk et al., 2000). Mais precisamente, um grafo de conflitos
tem um vértice para cada varidavel bindria, e uma aresta entre dois vértices quando
somente um deles pode receber o valor um na solucao do problema. Essas arestas sao

comumente conhecidas como arestas de adjacéncias ou conflitos.

O otimizacao em grafos de conflitos aparece em varios problemas como em modelos
de alocacdo (Gerrard e Church, 1996), Anti-Covering (Murray e Church, 1997b),
carregamento de paletes (Dowsland, 1987; Alvarez-Valdes et al., 2004), planejamento
de florestas e de colheitas (Churh et al., 1998; Goycoolea et al., 2005), redes de
telefonia celular (Bjorkund et al., 2005) e rotulacao cartografica (Ribeiro e Lorena, 2004c;

Yamamoto e Lorena, 2005).

Entre os problemas que mais utilizam grafos de conflitos estd o Problema do Maximo
Conjunto Independente de Vértices (PMCIV), que tem como objetivo obter o maior
subconjunto de vértices tal que todos eles sejam independente entre si, ou seja, nao
apresente nenhuma aresta de conflito. Utilizando a teoria dos grafos, esse problema pode
ser formalmente definido como: obter a cardinalidade do maior subgrafo induzido de G

que seja totalmente desconexo (Harary, 1972).

Entretanto, em muitos problemas como os citados acima, o nimero de arestas (restrigoes
de conflitos ou adjacéncias) presentes no grafo G é muito grande, inviabilizando assim, o
processo de obtencao da solugao 6tima, o que justifica a classificacao desse problema na
literatura como NP-Hard (Harary, 1972). Com isso, existe na literatura um predominio de
algoritmos heuristicos para resolver tais problemas (ver Dowsland (1987); Klotz (2002)),
assim como o uso de metaheuristicas conhecidas como Busca Tabu (Pureza e Morabito,
2005; Yamamoto et al., 2002), Simulated Annealing (Bjorkund et al., 2005), Algoritmos
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Genéticos (Verner et al., 1997) e Algoritmo Genético Construtivo (Yamamoto e Lorena,
2005).

Devido a dificuldade inerente de tais problemas, muitos pesquisadores buscam reduzir o
niumero de restricoes de conflitos, utilizando o conceito de cliques. Dentre os trabalhos
relacionados estao Murray e Church (1996, 1997a,b) que conseguem reduzir de forma
significativa o ntmero de restrigdes geradas. Recentemente Goycoolea et al. (2005),
estudando o problema de planejamento florestal, apresentou também contribuicoes no

sentido de reduzir tais restrigoes.

Mesmo com esses métodos, muitos softwares bem conhecidos de otimizagao nao
conseguem resolver de forma exata varios problemas, com isso, muitos pesquisadores
recorrem as relaxagoes para obter bons limitantes. Dentre as mais citadas estao as
relaxacoes Lagrangeana e Lagrangeana/Surrogate(Narciso e Lorena, 1999). Entretanto,
problemas relaxados podem também apresentar dificuldades para serem resolvidos (ver
Murray e Church (1997b); Letchford e Amaral (2001)). Por outro lado, diferentemente de
uma heuristica ou metaheuristica, uma relaxacao pode apresentar uma informacao dual
de boa qualidade, o que permite avaliar o quao proximo, a melhor solugao encontrada

para o problema, esta da solugao 6tima.

Existem outras duas questoes importantes e que geralmente estao presentes nos grafos de
conflitos. A primeira diz respeito a regides agrupadas que formam aglomerados ( clusters)
de vértices e arestas. A segunda estd relacionada a classificacao do grafo como esparso

que esta indiretamente ligada a questao dos clusters.

A Figura 1.1 exemplifica a questdo dos clusters. Na Figura 1.1(a) tém-se dois
agrupamentos bem definidos, em (b) pode-se observar separadamente as arestas que
conectam estes clusters que, se removidas, formam dois subgrafos com as mesmas

caracteristicas do grafo original (ver Figura 1.1(c)).

Entretanto, se os dois subproblemas, referentes aos subgrafos, forem independentemente
resolvidos, nao ha garantias de se estar resolvendo o problema original. Por outro lado, se
as arestas (restri¢oes de conflitos) removidas mostradas na Figura 1.1(b) forem relaxadas
no sentido lagrangeano, estas passam a ser consideradas e com isso, pode-se obter um

limitante de qualidade para o problema original.

A idéia acima envolve um outro problema, o particionamento de grafos, que também é
classificado como NP-Hard(Garey et al.; 1976). No entanto, existem véarias heuristicas

eficientes que podem particionar grafos em P-partes em questdo de segundos, com
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particionamentos de boa qualidade (ver Karypis e Kumar (1998a)).

Assim, o particionamento de grafos associado a relaxacao lagrangeana, pode ser uma
boa estratégia para fornecer limitantes bons para problemas modelados em grafos de

conflitos, sendo este o enfoque desta proposta.

(c)

FIGURA 1.1 — Exempo de PMCIV. (a) Grafo de conflito, (b) arestas de ligagao (c)
clusters ou subproblemas obtidos.

1.1 Objetivos e organizagao do trabalho

Apoés as exposicoes mostradas anteriormente, esta proposta tem por objetivo apresentar
a relaxacao lagrangeana com clusters (LagClus) e seus resultados para os problemas de
rotulagao cartografica e carregamento de paletes, assim como, propor o desenvolvimento
de um algoritmo Branch-and-Price, baseado na idéia da LagClus, para problemas que

podem ser modelados em grafos de conflitos.

Inicialmente, no Capitulo 2 serd feita uma andlise sobre otimizacao combinatoria,
relaxacao lagrangeana e particionamento de grafos. Em seguida, no Capitulo 3 ¢é
apresentada a modelagem cléssica do problema de maximo conjunto independente de
vértices assim como a LagClus. No Capitulo 4 é apresentada a aplicacao da LagClus
ao problema da rotulagao cartografica de pontos. No Capitulo 5 é apresentada uma
formulacao reduzida obtida para o problema da programagao de fotos de um satélite de

observacao. Em seguida, no Capitulo 6 é apresentado o problema do carregamento de
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paletes e os resultados obtidos com a LagClus. Este capitulo também apresenta o processo
de geracao de colunas, fase inicial do Branch-and-Price, e seus resultados também para
o problema do carregamento de paletes. No Capitulo 7 serao apresentadas as préximas
atividades e o cronograma de trabalho proposto. Por tltimo, ainda no Capitulo 7, sao

descritas as principais conclusoes e contribuicoes ja presentes nesta proposta.
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CAPITULO 2

CONCEITOS DE RELAXACAO LAGRANGEANA E
PARTICIONAMENTO DE GRAFOS

2.1 Otimizacao combinatdria

Problemas de otimizacao podem ser divididos em trés categorias: aqueles que trabalham
com variaveis continuas, os que trabalham com variaveis discretas, e os mistos. Em
problemas continuos, geralmente procura-se por um conjunto de nimeros reais. Ja em
problemas discretos ou combinatoriais, procura-se por um objeto de um conjunto finito,

tipicamente um inteiro, conjunto, permutagao ou grafo (Papadimitriou e Steiglitz, 1998).

Dado um conjunto finito N = {1,...,n} com pesos ¢; para todo j = {1,...,n}, e um
conjunto F' de subconjuntos factiveis de N, um problema de otimizagao combinatéria P

pode ser expresso como:
v(P) = Min(ou Maz){f(s)} (2.1)
Sujeito a:

seF (2.2)

Sendo f(s) uma fungao que representa o peso da combinagao s tal que s € F.

O processo para se determinar a melhor combinacao factivel é o foco da otimizacao
combinatoria, entretanto isto pode consumir vérios recursos computacionais tornando-se

assim, fruto de pesquisa intensa.

Existem na literatura, varias classes de problemas de otimizacao combinatoria,
largamente estudados, mas que ainda hoje apresentam-se desafiadoras, como é o caso dos
problemas de alocacao, cobertura de conjuntos e do caixeiro viajante. Todos apresentam
como solucao 6tima, como mostrado na Restricao 2.2, algum subconjunto de um conjunto
finito. Com isso, teoricamente, esses problemas poderiam ser resolvidos por enumeragcao.
No entanto, como mostrado em Parker e Rardin (1988) e Papadimitriou e Steiglitz (1998),
a enumeracao completa s6 é viavel para problemas pequenos, tornando-se impraticavel
para problemas de grande porte. Com isso, recorre-se a outros métodos como heuristicas,

metaheuristicas e relaxacgoes.
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2.2 Relaxacgao lagrangeana

Considere o problema (P) apresentado em 2.1-2.2 como um problema de maximizagao.
Para garantir que uma solucao z* é 6tima, basta encontrar um limitante superior T de

tal forma que v (z*) = v ().

Isso é importante pois, se um algoritmo é capaz de encontrar uma ordem decrescente
de limitantes duais v (1) > v (T2) > ... > v (T5) > v(2*), e uma ordem crescente de
limitantes primais v (z1) < v (z2) < ... <v (2;) < v (2*), e parar quando v (Z;)—v (z;) <
¢; dependendo do valor de ¢, é possivel garantir que uma solucao é 6tima, nesse caso x;. O
processo descrito aqui, pode ser melhor representado graficamente como mostra a Figura
2.1.

+ vn)

SN NNy N

4 Vv

PN
=
=
N —

FIGURA 2.1 — Evolugao dos limitantes duais e primais (Wolsey, 1998).

Entretanto, encontrar limitantes duais de boa qualidade nao é uma tarefa simples. Um
dos métodos mais utilizados é a relaxacao que pode trabalhar ampliando o espaco de
busca, alterando assim, o conjunto de solucgoes factiveis; ou substituindo a funcao objetivo

por uma funcao que tem um valor maior ou igual ao da funcao objetivo original.

Dentro desse contexto, estd a relaxacao lagrangeana que tem provado sua eficiéncia (ver
Held e Karp (1971); Beasley (1990); Murray e Church (1997b); Lorena e Senne (1999);
van Krieken et al. (2004)).
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As definigoes que serao apresentadas a seguir, baseiam-se nos trabalhos de Parker e
Rardin (1988); Narciso (1998); Wolsey (1998).

Suponha o seguinte problema inteiro (PI) Max{cx : Ax <bjx € X CZ"}, onde ce b
sao vetores, A é uma matriz e x um vetor de variaveis inteiras. Dado que o problema é
de dificil solu¢ao, uma maneira de resolve-lo é aplicando a relaxacao lagrangeana sobre

a restricao Ax < b, assim temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.2.1 Seja  (L,PI) a  relaxagio  lagrangeana  dada  por
Max{cx +u(b— Azx):x € X}. Entio v(L,PI) > v (PI) para todo u >= 0.

Porém, a relaxacao lagrangeana (L,PI) é mais interessante se o valor da mesma se
aproximar da solugao étima de (PT). Para isso, é importante a escolha do multiplicador

lagrangeano u, que pode ser obtido resolvendo o seguinte problema dual: (DL)
Min{(L,PI) :u > 0}.

Passo 0: Inicializagcdo. Faca u!> 0, k = 1,1b = -
e ub = +oo.

Passo 1: Relaxag¢do Lagrangeana.
Resolver (L,IP) obtendo x* e v(L,IP).
Construir uma solucdo factivel x' para
(IP) e obter o respectivo v,.

Passo 2: Guardar melhor solug¢do e melhor limitante
Atualizar 1b = Max {1b, v/}.
Atualizar ub = Min {ub, v (L,IP)}.

Passo 3: Calcular passo do subgradiente.
Calcular g;* = b,-Ax.* para todo
j=1,...,n.
Atualizar o passo 0 = 7z (ub-1b)/||g"|°.
Calcular os novos multiplicadores

z%*” = Max{O0, u;f+ egf} para todo

j=1,...,n.
k =k + 1.

Passo 4: Teste de parada.
Se atingir alguma condic¢édo de parada,
parar o algoritmo de subgradientes, caso
contrario, voltar ao passo 1.

FIGURA 2.2 — Algoritmo de subgradientes.

Teorema 2.2.2 Sejam (PI), (L,PI) e (DL) como definidos acima. Entdo para u >=
0, v(L,PI) >=v(PI) e, conseqientemente, v(DL) >= v(PI).

Teorema 2.2.3 Sejam (PI), (L,PI) e (DL) como definidos acima. Se x € a solugdo
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de (L,PI) para algum valor de v >= 0, e se Av <=b eu(b— Azx) =0, entdo x € a
solugdo otima de (PI).

Os Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 mostram que com a relaxacao lagrangeana é possivel obter a
solugao 6tima de um problema como foi previsto pela Proposicao 2.2.1. Para isso, existe
a necessidade de se escolher os multiplicadores v >= 0. No entanto, resolver o dual
(DL) nao é uma tarefa simples, pois para cada valor de u deve-se resolver uma relaxacao
lagrangeana (L, PI). Entretanto, (L,PI) em funcdo do multiplicador u, apresenta a
propriedade de ser linear por partes. Por outro lado, dado que a funcgao é linear por

partes, nao é possivel garantir que ela seja sempre diferenciavel.

Com isso, utiliza-se o conceito de subgradientes que aproximam, no sentido FEuclidiano,
as solugdes de um problema relaxado a solugao 6tima (Parker e Rardin, 1988). A Figura

2.2 descreve os principais passos para o algoritmo de subgradientes.
2.3 Problema de particionamento de grafos

Muitos problemas combinatoriais podem ser descritos como o problema de encontrar um
ou mais conjuntos de vértices de um dado grafo, minimizando uma funcao objetivo que
esta relacionada as arestas que conectam os subconjuntos. Tais problemas incluem, por
exemplo, armazenamento eficiente em grandes banco de dados (Shekhar e Liu, 1996) e
mineragao de dados (Mobasher et al., 1996; Karypis e Kumar, 1999).

Genericamente, esse problema pode ser expresso como: dado um grafo G = (V, E) (onde
V' é um conjunto de vértices com pesos e E' é um conjunto de arestas também com pesos)

e um niimero P, encontre P subconjuntos Vi, Va, ..., Vi de V tal que:
a) UL, Vi=VeVinV; =0 paratodo i # j;

b) W (i)~ W/P,Vi=1,2,..,P onde W(i) e W representam, respectivamente,

as somas dos pesos dos vértices pertencentes a V; e V;

¢) O “tamanho do corte”, isto é, a soma dos pesos das arestas que conectam os

subconjuntos V; (z =1,2, ...,F) deve ser minima.

Qualquer conjunto {Vi CV:1<9 Sﬁ} ¢ chamado de uma particao se satisfaz a
condicdo (a), ou seja, cada V; é entdo uma parte de um P-particionamento. Uma
bissecgdo ¢ um 2-particionamento. Um particionamento que satisfaz a condigao (b) é

um particionamento balanceado.

O problema do particionamento de grafos (PPG) é classificado como NP-Hard (Garey

et al., 1976) assim, ainda ndo existe um algoritmo func¢do do nimero de vértices ou
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de arestas, que encontre um particionamento 6timo em tempo polinomial. Algoritmos
que podem garantir uma solugao 6tima (ver por exemplo o algoritmo de Karisch et al.
(1997)) sao indicados para grafos pequenos, nao sendo aplicdveis em problemas de grande
porte. Entretanto, existem varias heuristicas que diferem em relacao a qualidade do

particionamento, porém sao rapidas.

Existem grafos que sdo particionados mais de uma vez devido as caracteristicas do
problema. Quando em um particionamento, tanto V quanto F nao se alteram, diz-se
que se trata de um caso estatico, resolvido muitas vezes com algoritmos conhecidos como
seqiienciais. No entanto, em alguns casos o grafo se altera de forma incremental, por
exemplo em métodos de elementos finitos adaptativos os vértices e arestas podem ser
removidos ou adicionados durante os calculos (Fjallstrom, 1998). Nesses casos, tem-se
um caso dinamico, e o particionamento de grafos é feito repetidamente. Com isso, os
algoritmos mais interessantes sao os que fazem o particionamento paralelo, aproveitando

informagoes dos particionamentos anteriores.
2.3.1 Algoritmos seqiienciais

Pesquisadores tém desenvolvido muitos algoritmos seqiienciais para o PPG. Estes
baseiam-se em métodos de melhoramentos locais que primeiramente bisseccionam o
grafo, e tentam decrescer o tamanho do corte, usando algum método de busca local.
Esses métodos sao aplicados de forma recursiva para obter um P-particionamento. Os
algoritmos mais citados na literatura sdo o de Kernighan e Lin (1970) nomeado de
algoritmo KL, o Simulated Annealing de Johnson et al. (1989), a Busca Tabu de Rolland
et al. (1996), e o Algoritmo Genético de Bui e Moon (1996).

2.3.2 Métodos globais

Um método global toma como entrada um grafo G' e um inteiro P, e gera uma P-particao.
Muitos desses métodos sao recursivos, ou seja, eles bisseccionam o grafo e em cada
subgrafo gerado, é repetido este processo até encontrar o nimero P de partigoes. No

entanto, esses métodos sao aperfeicoados com o uso de métodos de melhoramentos locais.

Os métodos classificados como globais ainda apresentam variagoes que dependem do
modo como atuam no particionamento. Muitos grafos apresentam uma localizacao
geométrica (coordenadas), assim, muitos algoritmos utilizam essa informagao para
realizar o particionamento, sendo estes classificados como algoritmos de particionamento
geométricos (Miller et al., 1993). Outros grafos nao apresentam essa propriedade e os

métodos de particionamentos sao classificados como métodos sem coordenacao, levando
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entao em consideracao, a estrutura combinatorial do grafo. Dentre estes, os mais
importantes sao os métodos que utilizam em seu particionamento procedimentos para

obtencao do maior subconjunto independente de vértices em cada subgrafo gerado.

Multilevel Hypergraph Bisection

refined partition

i projected partition l I

e@

Initial Partitioning Phase

Coarsening Phase
aseyd Juswauyay pue Bulussreooun

FIGURA 2.3 — Bissec¢ao usando multi-nivel (Karypis, 2002).

Um dos trabalhos mais citados na literatura é o da bissecgao recursiva de Simon (1991).
Esse método inicia localizando dois vértices que possuem o maior caminho minimo entre
si, e em seguida um deles é selecionado. Usando procura em largura, a distancia desse
vértice em relagao aos demais é determinada. Finalmente, os vértices sao ordenados em
relacao a essa distancia, e o conjunto ordenado ¢é dividido em dois subconjuntos de mesmo

tamanho, e assim sucessivamente.

Outra técnica bastante empregada é a bissecgdo recursiva em multi-niveis (Karypis
e Kumar, 1998a,c; Karypis, 2002). Ela primeiramente vai agrupando os vértices do
grafo, formando grafos menores, e em seguida, vai desagrupando e realizando uma
bisseccao recursiva do grafo, passando por uma fase de refinamento. A Figura 2.3
apresenta de forma esquemédtica esse processo. Durante a fase de desagrupamento,
as linhas pontilhadas indicam os particionamentos projetados e as linhas sdlidas, os

particionamentos que foram produzidos apods o refinamento.
2.3.3 Algoritmos paralelos

Muitos dos algoritmos apresentados nesta secao sao formulagoes paralelas dos métodos

apresentados nas secoes anteriores. Alguns desses métodos, em particular os métodos

24



geométricos, sao relativamente faceis de se paralelizar (Fjallstrom, 1998).

A idéia por trés desses algoritmos é dividir a tarefa de particionamento entre diversos
processadores, e com isso, ganhar em tempo computacional, permitindo trabalhar com

grafos maiores.

Dentre os trabalhos mais citados estao o de Gilbert e Zmijewski (1987) que é baseado no
algoritmo de Kernighan e Lin (1970), JOSTLE-D (Walshaw et al., 1997; Walshaw, 2004)

e o algoritmo de reparticionamento paralelo e seqiiencial de Schloegel et al. (1997).
2.3.4 Softwares disponiveis

Existem alguns softwares na literatura disponiveis para particionamento de grafos, sendo

eles:

e CHACO (Hendrickson e Leland, 1995). Contém implementacdo de varias

técnicas de particionamento, inclusive a heuristica KL;

e METIS (Karypis e Kumar, 1998a,c,b). Eles também tém trabalhado com
o PARMETIS (Karypis e Kumar, 1997) que é baseado em algoritmos de

particionamentos paralelos;

e MESH PARTITIONING TOOLBOX (Gilbert et al., 1995). Inclui uma

implementagao em Matlab de seu algoritmo;
e JOSTLE (Walshaw et al., 1997);

e TOP/DOMDEC (Simon e Farhat, 1993). Inclui implementacdo de um

algoritmo guloso, assim como outros.

Maiores detalhes sobre os softwares, assim como pesquisadores, problemas testes,
paralelismo em grafo e teoria podem ser obtidos no seguinte site <http://rtm.science.

unitn.it/intertools/graph-partitioning/links.html>.
2.4 Consideracoes finais

Este capitulo procurou mostrar de forma resumida, os conceitos presentes na relaxacao
lagrangeana e os algoritmos para o problema de particionamento de grafos. Observou-se
que a relaxacao lagrangeana é uma boa opc¢ao para obter bons limites duais e isso permite
avaliar a solucao de um problema. Por outro lado, o particionamento de grafo nao é um
problema simples, e como pode ser visto, existem diversas técnicas usadas no processo

de solucao de um problema de particionamento.
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<http://rtm.science.unitn.it/intertools/graph-partitioning/links.html>
<http://rtm.science.unitn.it/intertools/graph-partitioning/links.html>

As duas técnicas apresentadas neste capitulo, constituem a base da relaxacao lagrangeana
com clusters que sera apresentada no préximo capitulo e exemplificada com um dos
problemas objetos desta proposta, que é o problema do méximo conjunto independente

de vértices.
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CAPITULO 3
RELAXACAO LAGRANGEANA COM CLUSTERS

A relaxagao lagrangeana com formacao de clusters, conforme mencionado no Capitulo
1, explora o fato de que varias aplicacoes podem ser modeladas através de um grafo de

conflitos, e em alguns casos, esses sao bem adaptados para uma fase de particionamento.

A idéia da LagClus surgiu do trabalho de Hicks et al. (2004) no qual os autores
desenvolveram um algoritmo Branch—and—Price para o Problema de Méximo Conjunto
Independente de Vértices com Pesos (PMCIVP), que é semelhante ao PMCIV porém
neste caso, os vértices apresentam pesos. Em seu trabalho, os autores particionam o grafo
de conflitos, obtendo subgrafos (subproblemas) induzidos menores que sao facilmente
resolvidos. O problema original é entao formulado usando a decomposigao Dantzig-Wolfe
(Bazaraa et al., 1990) e esses subproblemas passam a gerar colunas para a decomposigao,
resolvendo o problema original. Os autores foram bem sucedidos nos testes realizados,
entretanto os tempos computacionais foram altos em alguns casos. Isso conduziu ao
desenvolvimento da LagClus para conseguir, através da relaxacao lagrangeana, resultados
tao bons quanto os obtidos por Hicks et al. (2004), mas em um tempo computacional

menor.

Na Secao 3.1 é apresentado matematicamente o PMCIV, em seguida, na Segao 3.2, é
mostrado o processo de aplicacao da LagClus, assim como sua formulacao para o PMCIV.
Na Secao 3.3 é apresentado um exemplo da aplicagao da LagClus e por ltimo, sao feitas

algumas consideragoes sobre a LagClus na Secao 3.4.
3.1 Maximo conjunto independente de vértices

O Problema do Méximo Conjunto Independente de Vértices (PMCIV) é um problema
classico, bastante estudado na literatura. O PMCIV normalmente estd embutido na
aplicacao e com isso, surge em varios campos como em teoria da codificacao, visao

computacional e estudos quimicos (ver Bomze et al. (1999)).

Devido a sua grande area de aplicagao, existem varias técnicas de solugao propostas na
literatura. Técnicas exatas incluem enumeracao explicita de conjuntos independentes de
vértices (Bron e Kerbosch, 1973), Branch-and-Bound (Balas e Xue, 1991, 1996; Balas
e Yu, 1986: Bourjolly et al., 1997; Carraghan e Pardalos, 1990; Ostergard, 2002; Wood,
1997), e formulagoes continuas com Branch-and-Bound (Barnes, 2000; Mehrotra e Trick,
1996). Além disso, varias heuristicas foram propostas como os algoritmos de contragao
de vértices (Brigham e Dutton, 1981; Leighton, 1979; Hertz, 1990), e a heuristica gulosa
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de Kopf e Ruhe (1987). Existem ainda heuristicas de busca local que procuram melhorar
uma determinada solucao dada, por exemplo, por uma heuristica gulosa. Entre os
trabalhos relacionados estao os de Feo et al. (1994) e Alon et al. (1986).

Por outro lado, véarias metaheuristicas também ja foram utilizadas para resolver o
PMCIV. Aarts e Korst (1989) propuseram o uso da metaheuristica Simulated Annealing,
Godbeer et al. (1988) usaram Redes Neurais, Bui e Eppley (1995) utilizaram Algoritmos
Genéticos, e Soriano e Gendreau (1996); Gendreau et al. (1999) Busca Tabu.

O PMCIV pode ser modelado como segue. Considere G = (V, E) um grafo tal que V
representa um conjunto de vértices x, e £ um conjunto de arestas (u,v) sendo u,v € V
e u # v. Considere ainda que nao existem pesos relacionados aos vértices ou arestas.
Assim, o problema de maximo conjunto independente de vértices consiste em obter um
subconjunto V' C V tal que todo par de vértices de V'’ nao é adjacente, isto é, se r,w € V’,

entao (r,w) ¢ E. Com isso, o PMCIV pode ser modelado da seguinte maneira:

v(PMCIV) = Max{va} (3.1)

veV

Sujeito a:
Ty + 1z, <1 V(u,v) € E (3.2)

z, € {0,1}Yv eV (3.3)

Se x, = 1 o vértice v esta incluido no conjunto independente, caso contrario z, = 0. As
restricoes definidas pela Equacao 3.2 garantem que dois vértices adjacentes nao podem
estar presentes simultaneamente na solucao do problema. Ja a Equacao 3.3 indica que

todas as varidveis x, sao binarias.

A Figura 3.1 (a) apresenta um grafo. Em (b) tem-se a modelagem matemaética do PMCIV

para esse grafo, e em (c), a solugdo 6tima é representada pelos vértices negros.

O conjunto de restrigoes definido na Equacao 3.2, como dito no Capitulo 1, varia
conforme o niimero de arestas podendo inviabilizar o processo de solucao. Entretanto, o
problema pode ser resolvido aplicando-se uma relaxacao lagrangeana sobre esse conjunto
de restri¢oes. Porém, como apontam Letchford e Amaral (2001) ao trabalharem com
problemas de carregamento de paletes, em alguns casos essa relaxacao nao apresenta bons
resultados, podendo até ser considerada como “fraca”, necessitando assim de algo mais

para torna-la eficiente. Normalmente, isso ¢ feito considerando uma outra caracteristica
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do problema, que é modelada como uma restri¢ao e adicionada ao problema relaxado.

A LagClus entretanto, pode ser considerada como uma relaxacao “forte”, pois somente
parte do conjunto de restricoes definidos na Equacao 3.2 é relaxado. E ainda sim, o
nimero de restrigoes relaxadas varia de acordo com o nimero de particionamentos
(clusters) obtidos.

Grafo de Conflitos PMCIV
v(PMCIV) = Max (x; + x, + x;
X, +x, x5+ x,+x,)
Sujeito a:
X, +x,<1
X, +x, <1
X, +xs<1
X, Tx;<1
xX;+x, <1
x;+x5<1
x, x5 <1
X, +xg<1
X, +x,<1
X5+ x,<1
X+ x, <1
Xpp Xy X3, Xy X5, X, X7, €{0,1}

X6

(a) (b)

Grafo de Conflitos

-Go Stima = {
Solugdo otima = {x,, x; e x,}

(c)

FIGURA 3.1 - PMCIV. (a) Grafo de conflito, (b) formulagao e (c) solugao étima.
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3.2 Processo de aplicagao da LagClus

A relaxacao lagrangeana com clusters é aplicada da seguinte maneira:

a) Aplicar uma heuristica de particionamento de grafos para dividir o grafo G
em P clusters de mesma cardinalidade, obtendo um P-particionamento. O
PMCIV pode ser agora representado através da fungao objetivo definida na
Equacao 3.1 sujeita a 3.2-3.3, sendo agora as restrigoes de adjacéncia 3.2
divididas em dois conjuntos: um com restricoes de adjacéncias intra clusters

e outro com restrigoes de adjacéncias entre clusters ou arestas de conexao;

b) Um vetor de multiplicadores A relaxam, no sentido lagrangeano, as restrigoes

de adjacéncias entre clusters;

c) A relaxacdo lagrangeana resultante é decomposta em P subproblemas e

resolvida.

E interessante observar que os subproblemas obtidos tém as mesmas caracteristicas do
problema original, porém em escala menor, e podem ser resolvidos de forma exata usando

algum solver comercial.

Aplicada a primeira etapa da LagClus, o PMCIV pode ser formulado como:

P
v(PMCIV) = Maxep (3.4)
p=1
Sujeito a:
+ AL A% . 4 APP < (3.5)
+D'z! < 1
+D?g? < 1
(3.6)
<
+DPa? < 1
t'eBm ... ... zPepBwr (3.7)
Sendo:
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e AP uma matriz binaria de dimensdo M x |V| que representa os coeficientes
das variaveis aP do cluster p presentes nas M restricoes de adjacéncias entre

clusters;

e DP uma matriz bindria de dimensdo |E| — M x |V| que representa
os coeficientes das variaveis xP do cluster p presentes nas restricoes de

adjacéncias intra clusters;
e B"™ um vetor de varidveis bindrias do cluster p de comprimento n,,.

Como pode-se observar, a restricao 3.5 se relaxada, permite dividir o problema obtido em
P subproblemas distintos. Entao, aplicando a relaxacio lagrangeana sobre esse conjunto
de restrigoes, sendo A\ € Rf tal que M é o nimero de restrigoes presentes em 3.5, ou

seja o numero de arestas particionadas, obtém-se o seguinte problema relaxado:

P M
(1= AAP) 2P + ) " Ay 2P € XP (3.8)

1 m=1

v (L\PMCIV) = Max

p

Sendo:

XP ={azP € B"™ : DP2P < 1} (3.9)
Agora reescrevendo o problema acima em funcao de P obtém-se:

P M
V(LA PMCIV) =Y Maz{(1 - XA") 2" : 2" € X"} + ) Ay (3.10)

p:l m=1
Entéo, o problema relaxado acima pode ser facilmente separavel em P subproblemas e
resolvido.
3.3 Exemplo de aplicagao da LagClus

Considere a Figura 3.2. O problema representado pelo grafo mostrado em (a) pode ser

modelado como:

v(PMCIV) = Max{zy + x3 + x3 + x4 + T5 + 26 + 27} (3.11)
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Sujeito a:

T+ a2 <1
T+ x4 <1
r1+we <1
To+w3 <1
T3+ x4 <1
T3+ x5 <1
Tyt w5 <1
Ta+ws <1
s+ a7 <1
s +a7 <1
Te+ a7 <1

T1,T2,T3,T4,T5,Tg, L7 € {071}

Grafo de Conflito

Grafo de Conflito

Cluster 1

(a)

Cluster 2

(b)

Grafo de Conflito
X,
¥ _’,,,,——”‘ x
: /
\\\\\\\\::> ‘.
x //////,/// f>
4 ;
Cluster 1 Cluster 2
Nimero de Arestas de conexdo: 4
(c)

(3.12)

FIGURA 3.2 — Exemplo de aplica¢ao da LagClus. (a) Grafo, (b) particionamento e (c)

arestas de conexao.

Suponha uma partigdo do tipo 2-particionamento como mostrado na Figura 3.2(b),

assim, P = 2. As arestas mostradas na Figura 3.2(c) representam as arestas que devem

ser relaxadas pois sao estas as que conectam os clusters.

Com isso, esse problema poder ser reescrito como:
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‘ Cluster 1 Cluster 2
v(PMCIV) =+ +24 +xz6 +x7 +T9 +x3 +x5

Sujeito a:
Cluster 1 Cluster 2
+x4 +x4 <= 1
+24 +x3 <= 1 Arestas entre clusters
+x4 x5 | <= 1
+x7 4x5 | <= 1 T
+z1 +xy4 <= 1 |
+T1 +x6 <=1
+x0 +x3 <= 1
+x3 tz5 | <= 1 Arestas intra clusters
+x4 +xg <= 1
T4 +x7 <= 1
‘x5 Hx7 <= 1
Ti1, T, X6, X7, T, T3, x5 € {0,1}

O numero de restrigdes entre clusters é igual a 4 e representam as primeiras linhas
do conjunto de restrigoes de adjacéncias. Aplicando a relaxacgao lagrangeana sobre elas,

obtém-se a seguinte fungao objetivo:

1+ 24+ 26+ T7+ T2+ T3+ T5+
U(L)\PMCIV) = Max /\1 (1 — T —ZEQ) +>\2 (1 — T3 —I4)—|— (313)
)\3<1—£E4—£C5)+)\4(1—l'5—£€7)

que pode ser escrita como:

(1—)\1)1’1+(1—)\2—)\3)I4+$6+(1—)\4)1’7+
U(LAPMOIV) = Max (1—)\1)$2+(1—)\2)$3+(1—)\3—)\4)$5+
(A4 A2+ A3+ A\g)

Assim, o problema relaxado pode ser formulado como:

(IT=X)z1+ (1 —=Ao—=Ag)xg+ a6+ (1 — \y) x7+
U(L)\PMOIV):MCLJI (1—)\1)1’2+(1—)\2)1‘3+(1—)\3—)\4)Z’5+ (314)
(A + A+ Ag + \y)
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Sujeito a:
1 +x4 <1
T+ x5 <1
rg+ 1wy <1
T3+ x5 <1
T4t a6 <1
rata7 <1
Te+ 17 <1

X1,T4,T6y,T7, T2, T3, T5 € {07 1}

(3.15)

Agora, o problema relaxado pode ser subdividido em dois subproblemas distintos:

V(LAPMCIV') e v(L\PMCIV?). Esses subproblemas estdao definidos a seguir.

v (LAPMCIVY) = Maz {(1 — M) @1 + (1 — Ao — A3) 4 + 36 + (1 — Ay) 27}

Sujeito a:
1 +x4 <1
T+ x5 <1
s+ 26 <1
s+ 27 <1
Te+ a7 <1

L1, T4,Te, L7 S {07 1}

v (L\PMCIV?) = Maz {(1 — M) 22+ (1 = Xo) x5 + (1 — A3 — Ag) w5}

Sujeito a:
To+ a3 <1
r3+ w5 <1
xo, x3, 75 € {0,1}

Com isso o problema relaxado 3.14-3.15 pode ser escrito como:

2
V(LAPMCIV) =Y v (Ly\PMCIV?) + (A + Ao + As + \a)

p=1

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Pela Equacao 3.20 observa-se que os subproblemas gerados podem ser resolvidos

seqiiencialmente ou de forma paralelizada. Ao se paralelizar, o tempo computacional

pode ser reduzido.
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3.4 Consideracoes finais

Este capitulo procurou mostrar o PMCIV e a relaxacao lagrangeana com clusters, assim
como um exemplo de sua aplicagao. Percebe-se que a LagClus pode ser mais ou menos
“forte” conforme o particionamento. Quanto menor for P, mais forte serd a LagClus
pois menos restricoes serdo relaxadas, enquanto que, quanto maior for P, mais préximo
a LagClus esta da relaxacao lagrangeana sobre todas as arestas de G, pois os clusters
tendem a ser menores. No limite, quando P = |V|, cada vértice torna-se um cluster e af

todas as arestas de G sao relaxadas.

Com isso, é importante variar o valor de P de modo a obter uma relaxacao satisfatoria
Y >
para o problema em questao, nao existindo ainda uma formulacao que indique o melhor

valor para esse parametro em fungao de |V| e |E|.

A LagClus foi aplicada com sucesso ao problema da rotulagao cartografica. Ela também
foi aplicada ao problema de carregamento de paletes e provou ser mais forte do que as
relaxacoes convencionais para esse problema. Esses dois resultados serao mostrados nos

préximos capitulos.
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CAPITULO 4
ROTULACAO CARTOGRAFICA DE PONTOS

O Problema da Rotulacao Cartografica de Pontos (PRCP) consiste em rotular os pontos
de um mapa evitando as sobreposicoes (conflitos) dos rétulos. Sendo assim, esse problema
possui forte ligagao com o PMCIV, pois consiste em obter o méaximo conjunto possivel de
pontos rotulados, sem sobreposicao. Sob esse enfoque, esse problema pode ser modelado
exatamente como um PMCIV e com isso, alguns pontos podem ficar sem seus respectivos
rotulos. Entretanto, sob o ponto de vista cartografico, é interessante que todos os
pontos sejam rotulados, mesmo que algumas sobreposicoes sejam inevitaveis. Com isso,
existem na literatura duas outras abordagens para esse problema: uma que considera
o Problema do Maximo Nimero de Rétulos Sem Conflitos (PMNRSC) e outra que
considera o Problema da Minimiza¢ado do Numero de Conflitos (PMNC). O PMNRSC
ainda nao apresenta uma modelagem matematica de programacao inteira binaria, sendo
os melhores resultados encontrados por Yamamoto e Lorena (2005) usando Algoritmo
Genético Construtivo (Lorena e Furtado, 2001). J& o PMNC possui duas modelagens
matematicas: uma baseada nas arestas do grafo de conflito e outra baseada nos pontos a

serem rotulados. Essas duas formulagoes foram propostas por Ribeiro e Lorena (2004c,a).

O PMNRSC procura maximizar o numero de pontos rotulados sem conflitos nao se
importando muito com o aspecto visual do mapa, podendo apresentar areas ilegiveis. No
entanto, o PMNC procura rotular todos os pontos, minimizando os conflitos gerados.
Essa ultima abordagem ¢ interessante, pois, se em um mapa os conflitos sao inevitaveis,

esses poderao ser “espalhados” pelo mapa, evitando assim areas ilegiveis.
4.1 Padronizagao cartografica e grafo de conflito

A Figura 4.1 apresenta parte de um mapa das estacoes ferroviarias brasileiras. Pode-se
observar nas areas indicadas pelas setas, conflitos entre os rétulos dos pontos, o que torna
o mapa ilegivel. No entanto, os rétulos devem estar proximos do ponto, obedecendo a

uma padronizacao cartografica o que limita as possiveis posicoes dele.

A padronizacao cartografica por meio eletronico mais conhecida é a de Christensen
et al. (1995). Ao se definir essas possiveis localizagoes do rétulo, este problema pode
ser formulado como um problema de otimizacao combinatéria. A Figura 4.2 mostra um
conjunto de 8 possiveis posi¢oes para o rétulo de um ponto, que também sao conhecidas
por posicoes candidatas. O nimero presente em cada posi¢ao, determina a preferéncia

cartografica sendo a posicao um, a de maior interesse para a cartografia.
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Considere um problema em que para cada ponto existem somente 4 posicoes candidatas,
como mostra a Figura 4.2 (a). O mesmo pode ser facilmente representado por um
grafo de conflitos. Sendo NP o ntmero de pontos a serem rotulados e PC' o nimero
de posicoes candidatas de cada ponto, seja G = {V,E} o grafo de conflito tal que
V' = {v1,vs,...,unppc} representa o conjunto das posi¢oes candidatas (vértices) e
E = {(v,v;):4,j € V,i# j} as sobreposigoes (conflitos). A Figura 4.3(b) apresenta
o grafo de conflito obtido para o problema da Figura 4.3(a), e na Figura 4.3(c) a solugao
otima para esse problema. Para se determinar a qualidade de uma solucao, é usado na
literatura o percentual de rétulos livres (sem conflitos). No caso da Figura 4.3(c) tém-se
100% de rétulos livres.

4 Maptitude

File Edit Map Dataview Selection Layout Tools ‘Windol elp

g@ﬂ%’]&ales v]@ : E

Brazilian Railways
Map Layers

[ Districts

Invisible area

\Map scale: 1 Centimeter = 1729881 Kilometers (1:1,72 :IEI

FIGURA 4.1 — Mapa das Estac¢oes Ferroviarias Brasileiras. As setas indicam conflitos de
rotulos.

6
2 1
@ 7 + 5
3 4
8
(a) (b)

FIGURA 4.2 — Conjunto de 8 posi¢oes candidatas para rotular um ponto (Christensen
et al., 1995).
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FIGURA 4.3 — Representagao em grafo do PRCP. (a) Problema, (b) grafo relacionado e
(¢) solugao 6tima.

4.2 Revisao bibliografica para o PRCP

A primeira abordagem consiste em tratar o PRCP como um PMCIV, desta forma, varios
trabalhos propuseram diferentes algoritmos, assim como técnicas que permitem reduzir
o numero de restrigdes. Zoraster (1986, 1990, 1991) formulou matematicamente o PRCP
porém, para lidar com as restricoes de conflito, criou posicoes candidatas ficticias de
custo elevado, de tal modo que se nenhuma das reais posicoes candidatas pudessem
ser usadas para posicionar um rétulo, a posicao ficticia era entao utilizada. Em seu
trabalho o autor apresentou uma relaxacao lagrangeana obtendo alguns resultados para
instancias pequenas. Por outro lado, Strijk et al. (2000) propuseram uma modelagem
de programacao inteira binaria que usa restricoes de corte para reduzir o ntimero de
restricoes de conflito presentes no modelo. Essas técnicas de reducao apareceram antes
nos trabalhos de Moon e Chaudhry (1984) e Murray e Church (1997a), e consistem em
utilizar conceitos de cliques para transformar algumas restri¢coes em uma tnica, reduzindo
assim, o nimero total de restrigdes do problema original. Strijk et al. (2000) utilizaram
uma relaxacao de programacao linear e aplicaram um algoritmo Branch and Bound
para encontrar as solugoes 6timas para os problemas testados. Devido as dificuldades
encontradas, os autores ainda aplicaram e propuseram varias heuristicas, sendo elas:
Sitmulated Annealing, Busca em Vizinhanca Diversificada, k-Opt e Busca Tabu. Sendo a

Busca Tabu o algoritmo que apresentou os melhores resultados.

Considerando a segunda abordagem ou seja, o PRCP como um PMNRSC, Christensen
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et al. (1993, 1995) propuseram um método denominado Busca Exaustiva que faz
uma procura por solucoes melhores alternando as posicoes de rotulos previamente
posicionados. Christensen et al. (1995) também propuseram um Algoritmo Guloso com
sucessivas otimizacoes locais e um algoritmo denominado Discrete Gradient Descent que
considera as posigoes alternativas dos rétulos, porém, esse algoritmo, apesar de rapido,

tem dificuldades para escapar de minimos locais.

Verner et al. (1997) aplicou um algoritmo genético com mdscara no PRCP. Eles
propuseram uma maneira de trabalhar com as méscaras de modo que, se um rétulo
esta em conflito, serd permitido a troca de posigoes através de cruzamentos e mutagoes.
Mais tarde, Yamamoto et al. (2002) propuseram um algoritmo de Busca Tabu eficiente

que forneceu resultados muito bons quando comparados com a literatura.

Schreyer e Raidl (2004) utilizaram um Sistema de Colonia de Formigas (Ant Colony
System-ACS) mas seus resultados nao foram satisfatérios quando comparados com os
obtidos por Yamamoto et al. (2002). Yamamoto e Lorena (2005) desenvolveram um
algoritmo exato para o PMNRSC e aplicaram o Algoritmo Genético Construtivo (AGC)
proposto por Lorena e Furtado (2001). O algoritmo exato foi aplicado a instancias de
até 25 pontos, pois utiliza uma estrutura em arvore o que limitou a sua aplicacao. Em
contrapartida, o AGC foi aplicado a instancias com até 1000 pontos, fornecendo bons

resultados até entao.

@ @& Viguideica

(a) (©

= =
i P
@ n—> Vitéri§undabaracic@er g
U] ()

(d)

FIGURA 4.4 — Comparagao entre abordagens.

A terceira abordagem que considera o PRCP como um PMNC, foi introduzida
recentemente por Ribeiro e Lorena (2004d,e). Ela considera a minimizagdo do nimero
de conflitos e, em alguns casos, as solugoes encontradas sao limitantes inferiores para a
segunda abordagem (PRCP como um PMNRSC). Considerando a Figura 4.4, as solugoes
mostradas em (a) e (d), sob o ponto de vista da abordagem dado pelo PMNRSC,
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sdo iguais pois apresentam o mesmo numero de rétulos em conflitos (4), porém se
considerarmos a representacao em grafo mostrada na figura (ver Figura 4.4(b) e (f)),
a solucao (d) é mais interessante que a mostrada em (a), pois apresenta um nimero de
arestas (conflitos) menor que a solucdo (a). Isso corresponde a idéia por tras do PMNC.
Porém, o PMNRSC pode ser um limitante superior para o PMNC (Ribeiro e Lorena,
2004b) quando comparadas suas solugoes 6timas para um mesmo problema. No entanto,
o PMNC, no caso de conflitos inevitaveis, permite “espalhar” mais os rétulos, fornecendo

uma melhor visualizagdo do mapa como pode ser visto na Figura 4.4(g).

Como dito anteriormente, existem duas modelagens para o PMNC que diferem,
basicamente, no numero de restrigdes de conflitos (adjacéncias) geradas. A que
trabalha com pontos foi inspirada no trabalho de Murray e Church (1997a), e reduz
consideravelmente, o nimero de restricoes quando comparadas com a formulagao baseada
em arestas. A LagClus aplicada sobre essa formulagao, mesmo com objetivo diferente do
usado no trabalho de Yamamoto e Lorena (2005), quando traduzida para percentual de

rétulos livres, apresentou resultados melhores que os obtidos por eles.
4.3 Modelagem matematica baseada em arestas

A modelagem matematica baseada em arestas tem como objetivo, como dito
anteriormente, minimizar o nimero de conflitos. Para cada ponto i existe um ntmero
fixo PC}; de posigoes candidatas. Cada posi¢ao candidata é representada por uma variavel
bindria x;; onde 7 = I1..NP, sendo NP o ntimero de pontos a serem rotulados; e
j=1,..,PC; Se x;; =1 a posi¢do candidata j do ponto i serd alocada (recebera o
rétulo do ponto ), caso contrario, z;; = 0. Além disso, a cada posi¢do candidata é

associado um custo (uma preferéncia cartogréafica) representado por w; ;.

Cada posicao candidata x;; possui um conjunto S;; de pares de indices de posigoes
candidatas conflitantes com z;;. S;; é um conjunto de pares de indices (k,t) de
posicoes candidatas zy; que sao conflitantes com z;;. Para todo (k,t) € S;;, onde
ke {l,.,NP} : k >iet e {l,..,PCy}, existe uma varidavel bindria y;;x: que

representa o conflito, uma aresta no grafo G.

Assim, considerando as informacoes acima, o Problema de Minimizagao do Numero de

Conflitos baseado em arestas (PM NC®), pode ser representado por:

NP PC;
v(PMNC®) = Min Y3 " wijzig+ > Yijks (4.1)
i=1 j=1 (k,1)€Si,;
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Sujeito a:

PC;
j:

Tij+ T — Yigre < 1 Vi=1...NP
(kvt) € Si,j

Tij, Tee € Yigke € 10,1} Vi=1...NP
Vj = 1..PC; (4.4)
(k,t) € S

A restricao 4.2 garante que para cada ponto ¢ uma, e somente uma, posicao candidata
recebera o rétulo de i. A restricao 4.3 garante que se duas posicoes candidatas x;; e
x+ conflitantes forem alocadas, a fungao objetivo sera penalizada com o surgimento da

variavel y; j 1.+, para que a restricao z; ; + ok — Yi ke < 1 seja valida.

Entao, deve-se observar que as varidveis de conflitos y; ; 1+ aparecem somando na fungao
objetivo, que, ao ser minimizada, deverd procurar elimind-las ou minimiza-las (caso a

eliminagdo nao seja possivel).
4.3.1 Relaxacoes consideradas para a modelagem baseada em arestas

O modelo definido em 4.1-4.4 é parecido com o proposto por Zoraster (1990), porém ele

permite posicionar todos os rétulos minimizando o ntimero de conflitos.

Entretanto, essa formulagao quando aplicada a problemas com até 500 pontos forneceu,
com auxilio do CPLEX 7.5 (ILOG, 2001), as solugdes étimas em poucos segundos. Em
contrapartida, para instancias maiores com 750 e 1000 pontos resolvidas por Yamamoto
et al. (2002) e Yamamoto e Lorena (2005), os resultados étimos nao foram obtidos. Assim,

algumas relaxacoes foram propostas de modo a permitir resolver o PM NC*.

Semelhante ao que foi feito por Zoraster (1990), a primeira relaxagdo considerada foi
uma relaxacao lagrangeana sobre o conjunto de restrigoes definidos em 4.3. Assim, para
um dado vetor de multiplicadores \ € Rﬂ, onde C' é o numero de restricoes de conflito

definido como:
NP PC;

C=3> IS

i=1 j=1

(4.5)
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uma relaxagao lagrangeana para o PM NC® (por questoes de notagao, considere P como
sendo PM NC*) pode ser definida como sendo:

‘ NP PC;
U(L)\P) = Min Z Z Wy, ;T4 5 —+ Z Yi gkt +

i=1j=1 (k,t)ES: ; (4.6)
NP PC; NP PC, '
2220 > Mgk Ty e = Yigke) = 20 20 D0 Aigk
i=1 j=1 (k,t)eS; ; ==L (e

Sujeito a 4.2 e 4.4.

O valor 6timo v (LyP) é menor ou igual a v(P) e resulta da solugao do problema dual

lagrangeano ]\/<[ ax {v (L)P)}, como foi visto no Capitulo 3. Com isso, foi considerado
o algoritmo de_subgradientes descrito por Narciso e Lorena (1999). Em uma iteragao

I, os subgradientes sdo definidos como ¢ = x;\g + let — ?J;\;kt —1,i € {1,..,NP},

j e {l,..,PC;} e (k,t) € S, tal que (xAl,yAl) estd na solucao Otima de (L)‘P). )
método de subgradientes atualiza o multiplicador ); fazendo A\ = \; + 6,9 onde 6, é
TI'('LLbl—lbl)

la]]”

encontrada até a iteracao [, e [b; o melhor limitante dual encontrado também até a

o tamanho da passo calculado como 6, = sendo ub; a melhor solucao factivel

iteracao [. O controle utilizado para o parametro m é o mesmo proposto por Held e Karp
(1971). Inicia-se com o valor 2 e se durante 15 iteracoes o valor do limite superior (ub;)

nao decrescer, 7 é dividido pela metade. As condi¢oes de parada consideradas sao:
1)m < 0.005

2)(uby — 1)) < 1

3 |9 = 0

Uma solucao relaxada Sol,.. = (:v’\, y’\) de (L*P), composta das varidveis de posicoes
candidatas (z7;) e de varidveis de conflito (y;\; ,,), também é uma solugao factivel para P
pois o conjunto de restricoes 4.2 é respeitado. Essa solucao factivel é melhorada utilizando

a heuristica de busca local mostrada na Figura 4.5.

A segunda relaxacao testada foi a Lagrangeana\ Surrogate (LagSur) (Narciso e Lorena,
1999). Novamente o conjunto de restrigoes relaxadas foi o definido em 4.3. Primeiramente
é feita a relaxagdo no sentido Surrogate como descrito por Glover (1968) sobre 4.3,
e em seguida no sentido lagrangeano. Assim, para um dado vetor de multiplicadores
A€ RJCF, uma relaxagao Surrogate para P pode ser encontrada. Em seguida, ao se relaxar

a restricao surrogate encontrada utilizando um multiplicador dual ¢ > 0, pode-se obter
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a seguinte relaxacao LagSur para o problema P:

] NP PC;
U(LtSPf\) = Min Z Z wi’jl’m + Z yi,j,k,t
=1 j=1 (k,t)eSi,j (4 7)
NP PC; NP PC; '
F DD D Nkt (T F Thr — Yijkt) — 2L D DL ANkt
i=1 j=1 (k,t)eS; ; i=1j=1 (k,t)eS, ;

Sujeito a 4.2 e 4.4.

///;;uristica de Melhoria - HM ‘\\\\

1. Para cada elemento da Solucdo factivel, armazene em
um vetor de conflito o numero de conflitos para cada
posicéo.
2. Para i=1 até o tamanho do vetor de conflitos;

3. Se Vetor de conflitos[i] # 0

4. Procurar dentre as possiveis posicdes
candidatas j, a que apresenta o menor numero
de conflitos com a solugdo viavel atual.

5. Se houver alguma posicgdo candidata j com numero
de conflitos inferior a Vetor de
conflitos[i], trocar Solugdo factivel[i] por
posigdo candidata j.

Q Fim do Para. /

FIGURA 4.5 — Heuristica de Melhoria (HM) aplicada no algoritmo de subgradientes.

Uma caracteristica interessante dessa relaxacao é que para ¢t = I obtém-se a relaxacao
lagrangeana mostrada anteriormente. Para o vetor A fixo, o melhor valor para ¢ pode ser

calculado resolvendo-se o seguinte problema dual:

v(D}), = Maz o (L.SPY) (4.8)

O valor 6timo v (D;\)l ¢ um limitante melhor que o obtido pela relaxacao lagrangeana
(Senne e Lorena, 2000). Senne e Lorena (2000) descrevem um algoritmo de busca
dicotomica que aproxima o melhor valor de ¢ Sendo t* esse melhor valor, se para um
dado ntmero de iteracoes do algoritmo de subgradiente o valor de ¢* repete, entao esse
valor é mantido fixo até o final do procedimento e a busca nao é mais executada. Para a
iteracao I, os multiplicadores sdao atualizados como A\;41 = A+ 6;g™ onde 6; é o tamanho
do passo calculado por 6, = W, sendo ub; e [b;, respectivamente, a melhor solucao
factivel dada pela heuristica HM, e o melhor limitante dual, ambos obtidos até a iteracao

L.

A relaxacao LagSur também foi aplicada sobre o conjunto de restricoes 4.2. Da
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mesma forma, dado um vetor de multiplicadores A\ € RNP, obtém-se uma relaxacao
Surrogate para P que pode ser relaxada novamente no sentido lagrangeano utilizando
um multiplicador dual ¢ irrestrito, obtendo assim uma nova relaxacao LagSur que pode

Ser expressa Como:

NP PC; NP PC;
U(LtSPZ)\) = Min Z Z Wy ;T4 5 + Z Yi gkt +1 Z Z i iLq 5 Z )\ (49)
i=1 j=1 (k,t)ES; i=1 j=1 '

Sujeito a 4.3 e 4.4.

Agora, os subgradientes sao g = Z x’\l —1Vi=1,..., NP, e o método de subgradientes
iz

atualiza os multiplicadores \; como mostrado anteriormente, A\j;; = A\ +6,g™, onde 6; é o

tamanho do passo calculado por 0, = ”H“bi ﬁb’ sendo ub; a melhor solucao factivel, até a

iteragao [, encontrada pela heuristica HM executada apds uma heuristica de construcao
(HC) (ver Figura 4.6); e lb; o melhor limitante inferior encontrado até a iteragao [, dado

pelo dual lagrangeano.

Heuristica de Construgdo - HC
1. Preencher Vetor solucdo factivel com zeros;
2. Para i=1 até NP

3. Procurar em solucgdo relaxada todas as posigdes
diferentes de zero para o ponto i;

4. Selecionar para solugdo factivel na posicgédo i, a
posigdo candidata j com o menor numero de
conflitos com os elementos da solugédo
factivel corrente. Em caso de igualdade,
selecionar aquela que possui o menor
conjunto S; ;.

5. Se nenhuma posig¢do candidata j para o ponto i
estd na solugdo relaxada, escolher a posicédo
candidata que apresentar o menor conjunto

Si,j.
6. Fim do Para.

FIGURA 4.6 — Heuristica de Construgao (HC) aplicada no algoritmo de subgradientes.

A heuristica de construcao constréi uma solucao factivel a partir da solucao relaxada
Sol,e = (xA,yA) de (Lt*SPQA), encontrando posigoes candidatas (restricdo 4.2) com
o menor numero de conflitos com a solucao factivel que esta sendo construida. Se
algum ponto 7 nao esta rotulado, a heuristica procura dentre todas as possiveis posicoes
candidatas j, aquela que apresenta o menor conjunto de conflitos definidos em S; ;. A

solucao factivel obtida é entao melhorada usando a heuristica HM.

Avaliando agora a idéia desta proposta de tese, considere a Figura 4.7. O grafo obtido
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para o problema mostrado é particionado em duas partes, formando dois clusters. Ao se

dividir, dois subproblemas sao formados, menores do que o problema original.
A LagClus pode ser entao aplicada da seguinte maneira:

1) Aplicar uma heurfstica de particionamento para dividir G em P partes, formando P

clusters;

2) Dois multiplicadores distintos relaxam no sentido lagrangeano, as restri¢oes definidas

em 4.2 e o grupo das restri¢coes de conflito que correspondem as arestas entre clusters;
3) A relaxacdo lagrangeana é decomposta em P subproblemas e resolvida.

Observa-se que o passo 2 nao ¢ exatamente aquele descrito na Se¢ao 3.2 pois nesse caso,
as restrigoes definidas em 4.2 também devem ser relaxadas, pois, como pode ser visto na

Figura 4.7, existem posicoes candidatas de um mesmo ponto em clusters diferentes.

Cluster 1

Cluster 1

Cluster 2 Cluster 2
(c) (d)

FIGURA 4.7 — Particionamento do grafo de conflito. (a) Problema, (b) grafo de conflitos
e os clusters, (c) arestas entre clusters, e (d) subproblemas gerados.

4.3.2 Resultados computacionais para a modelagem baseada em arestas

Os testes computacionais foram feitos sobre as instancias propostas por Yamamoto e
Lorena (2005) disponiveis em http://www.lac.inpe.br/ lorena/instancias.html. O
programa, em C++, e os testes, foram feitos em um computador com um processador
Pentium IV 2.66 GHz e 512 MB de memoéria RAM. Como realizado em Zoraster (1990);

Yamamoto et al. (2002); Yamamoto e Lorena (2005), para todas os problemas nao foram
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consideradas preferéncias cartograficas, ou seja, considera-se custo ou penalidade igual a

1 para todas as posicoes candidatas, sendo o niimero dessas posicoes igual a 4.

As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam os resultados médios obtidos para (LyP) e (L SP})
(problemas com 25 pontos possuem 8 instancias, os demais, 25 instancias). As colunas

indicam:
e Problema - Numero de pontos que devem ser rotulados;

e Solugao Otima - Solugao 6tima do problema definido em 4.1-4.4, obtida
usando o CPLEX 7.5;

e Limite Inferior - Melhor limite inferior (dual) encontrado;
e Limite Superior - Melhor limite superior (solugao factivel) encontrado;

e GAP UB - Desvio percentual do melhor limite superior encontrado em relagao

LzmzteSupemor—SolucaoOtzma) * 1007

a solucao 6tima, calculado como: Gap_ub = ( S ot aoOtime

e GAP LB - Desvio percentual do melhor limite superior encontrado em relacao

SolucaoOtima—LimitelInferior ) %1 00’

a solugao 6tima, calculado como: Gap_ub = ( .
> ) SolucaoOtima

e Iteragoes - Numero de iteragoes utilizadas pelo algoritmo de subgradientes;

e Tempo - Tempo computacional total em segundos.

TABELA 4.1 — Resultados médios para o limitante inferior das relaxacoes lagrangeana
e LagSur sobre as restrigoes 4.3.

Limite inferior GAP LB (%)
Problema Solucdo | (L*P) (LASP}) (L*P) (L\SP})
Stima t=0,25 t=0,50 ¢=0,75 t=0,25 ¢=0,50 ¢=0,75

25 27,75 2500 24,96 25,00 25,00 9.72 9.87 9.72 9,72
100 100,00 NC NC NC NC NC NC NC NC
250 250,00 NC NC NC NC NC NC NC NC
500 500,84 | 498,20 493,46 496,91 499,45 0,53 1,48 0,80 0,28
750 - 749,98 743,42 748,74 749,98 - - - -
1000 - 999,93 997,04 999,93 999,95 - - - -

A procura pelo melhor multiplicador ¢ descrita por Senne e Lorena (2000) conduziu ao
valor zero em (LySP;). Esse fato ja era esperado pois toda informagio sobre os conflitos
(varidveis y; jx) fol relaxada. Com isso, alguns valores para ¢ foram pré-fixados: 0,25;
0,5 ¢ 0,75.

Para os problemas com 750 e 1000 pontos, como dito anteriormente, as solugoes 6timas

nao foram obtidas. Instancias com 100 e 250 pontos sao simples, uma solucao totalmente
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sem conflito é encontrada rapidamente, com isso o algoritmo de subgradientes para em
limitantes inferiores ruins, conseqiientemente os limitantes inferiores e os Gaps nao foram
calculados, sendo substituidos por NC' (Nao calculado). A mesma situagdo ocorreu em
algumas instancias com 500 pontos. Com isso, os resultados mostrados nas Tabelas 4.1,
4.2 e 4.3 correspondem aos problemas em que o processo de otimizacao encontra uma

das condigoes de parada do algoritmo de subgradientes.

Considerando a Tabela 4.1, os Gaps do limitante inferior para (L, P) variaram de 0,53%
a 9,72%; e para (LySP)), no melhor caso, de 0,28% a 9,72%. Na Tabela 4.2, os Gaps
encontrados para o limitante superior variaram de 0,00% a 4,14% e de 0,00% a 3,21%
para (LyP) e (LySP})), respectivamente. (L,SP;) apresentou resultados melhores para
os dois Gaps avaliados. Os tempos computacionais variaram de 0 a 19,60s para ambas

as relaxacoes.

TABELA 4.2 — Resultados médios para o limitante superior das relaxagoes lagrangeana
e LagSur sobre as restrigoes 4.3.

Limite superior GAP UB (%)
Problema Solugdo | (L*P) (L\SP}) (L*P) (LASP})
Stima t=0,25 t=0,50 t=0,75 t=0,25 t=0,50 t=0,75

25 27,75 28,88 28,38 28,25 28,63 1,14 2.33 1,82 3,21
100 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 0,00 0,00 0,00 0,00
250 250,00 | 250,00 250,00 250,04 250,00 | 0,00 0,00 0,02 0,00
500 500,84 503,92 502,88 503,16 503,80 0,61 0,41 0,46 0,59
750 - 774,44 771,80 772,68 774,44 - - - -
1000 - 1086,44 1075,64 1079,24 1086,40 - - - -

TABELA 4.3 — Iteracoes e tempos computacionais das relaxagoes lagrangeana e LagSur
sobre as restricoes 4.3.

Numero de iteragoes Tempo (s)
Problema | (L*P) (L\SP)) Solugdao (L*P) (L\SP})
t=0,25 t=0,50 t=0,75 | 6tima t=0,25 t=050 t=0,75
25 146,63 148,88 148,38 146,63 1,60 0,25 0,13 0,13 0,13
100 1,16 1,16 1,16 1,16 0,02 0,00 0,00 0,00 0,04
250 2,48 2,36 7,72 2,68 0,06 0,00 0,00 0,04 0,00
500 146,00 140,24 134,48 146,20 3,12 2,76 2,64 2,64 2,88
750 146,00 146,00 146,00 146,00 - 8,48 8,44 8,40 8,56
1000 146,00 146,00 146,00 146,00 - 19,32 19,60 19,52 19,08

Os resultados obtidos para (L)SPy') estdo mostrados na Tabela 4.4. O CPLEX 7.5 foi
utilizado para resolver os problemas de programacao linear inteira binaria. Essa relaxacao
é mais “forte” que (Ly\P) e (LySP;{) no entanto, os resultantes nao foram interessantes.

Somente o limite inferior foi melhorado, e os tempos computacionais aumentaram
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consideravelmente. Os limitantes superiores nao foram melhores, e os problemas com
500, 750 e 1000 pontos nao puderam ser resolvidos em 7200 segundos de execugao do

algoritmo de subgradientes.

A 1ltima relaxacao aplicada foi a LagClus. A Tabela 4.5 mostra as informagoes referentes
ao particionamento para cada classe de problemas. A primeira coluna diz respeito ao
problema, seguida pelo nimero de posicoes candidatas, numero de vértices presentes no
grafo de conflito, nimero de clusters considerado, e por ultimo de forma aproximada, o

nimero de vértices presentes em cada cluster.

TABELA 4.4 — Tteracoes e tempos computacionais das relaxagoes lagrangeana e LagSur
sobre as restricoes 4.2.

Problema Solugao Limite Limite GAP LB GAP UB Iteragoes Tempo (s)
6tima inferior superior % % Solugdo (L,SPy)
6tima
25 27,75 25,13 28,38 9,27 2,29 151,63 1,60 104,63
100 100,00 NC 100,00 NC 0,00 1,00 0,02 0,16
250 250,00 NC 250,00 NC 0,00 1,48 0,06 0,92

TABELA 4.5 — Informagdes sobre os particionamentos realizados.

Problema Numero de Numero de Numero de Numero médio

posicoes vértices clusters de vértices
candidatas em cada cluster

25 4 100 2 50

100 4 400 4 100

250 4 1000 10 100

500 4 2000 20 100

750 4 3000 25 120

1000 4 4000 60 66,67

TABELA 4.6 — Resultados médios obtidos com a LagClus.

Problema Solugdo Limite Limite GAP LB GAP UB [Iteragoes Tempo(s)
6tima inferior superior % % Solugcao LagClus
6tima

25 27,75 25,13 27,88 9,27 0,46 148,50 1,60 23,88
100 100,00 NC 100,00 NC 0,00 1,00 0,02 0,16
250 250,00 NC 250,00 NC 0,00 7,12 0,06 2,36
500 500,84 497,30 501,52 0,76 0,14 103,16 3,12 82,72
750 - 749,41 767,08 - - 145,28 - 337,80
1000 - 1002,11 1070,60 - - 145,96 - 817,00

Na Tabela 4.6 estao mostrados os resultados obtidos com a LagClus. O particionamento
foi feito usando o METIS de Karypis e Kumar (1998¢). Os maiores problemas com 750 e

1000 pontos, foram resolvidos em média em 337,80 e 817,00s, respectivamente. Pode-se
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observar que os limitantes inferiores e superiores foram melhores que os obtidos pelas
demais relaxacoes, apenas o tempo foi inferior. Os Gaps superiores variaram de 0,00%
a 0,46%, e os inferiores de 0,76% a 9,27%; e em algumas instancias, o limitante trivial
imposto pelo nimero de pontos, foi ultrapassado. Novamente os problemas com 100 e
250 pontos foram resolvidos rapidamente (uma solug¢ao sem conflito é obtida) e com isso,
o algoritmo de subgradientes para em limitantes inferiores ruins. Nesses casos, os Gaps

nao sao calculados (NC).

Como foi previsto pelo Capitulo 3, a LagClus é uma relaxacao “forte”, varidavel em
funcao do numero de clusters, que permite obter solugoes melhores porém em um tempo

computacional maior.
4.4 Modelagem matematica baseada em pontos

Considerando as defini¢oes da Segao 4.3 e, dado que para todo ponto ¢ apenas umas
das posigoes candidatas recebera o rétulo (restrigdes definidas em 4.2), as restrigoes de
conflitos podem ser representadas entre pontos ao invés de entre posicoes candidatas.
Assim, seja C'P;; um conjunto com todos os pontos que possuem posicoes candidatas
em conflito com a posicao candidata x; ;, e y; ;. uma varidvel de conflito entre a posicao
candidata xz; ; e o ponto ¢ € C'P, ; : ¢ > 4. Com isso, o conjunto de restricoes definido em
4.3 pode ser substituido, sem falta de generalizacao, pelo seguinte conjunto de restrigoes
(Ribeiro e Lorena, 2004e,c):

|C' P

Tt > Tri— > Yije < |CPy|  Vi=1.NP
(k.t)€Si 5 ceCPi; (4.10)
Vj = 1...PC;

Como o conjunto descrito acima utiliza variaveis de sobreposicoes que indicam conflitos
entre posicoes candidatas e pontos, a fun¢ao objetivo também deve ser modificada, assim,
o Problema de Minimizacao do Nimero de Conflitos baseado em pontos (PM NC?), pode

ser modelado como (Ribeiro e Lorena, 2004c):

NP PC;
v(PMNCP) = Mmz Z W, T 5 + Z Yijc (4.11)
=1 ]:1 CGCP,L'J'
Sujeito a:
PC;
doxi=1 Vi=1..NP (4.12)
j=1
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|CPi

Tij+ Y Twe— > Yige < |CPy|  Vi=1..NP

(kt)ESi ;s ceCP (4.13)

Tij € VYije S {O, 1} Vi=1..NP
Vj = 1...PC; (4.14)
(S CPZ‘J‘

A Tabela 4.7 mostra os numeros médios de restricoes geradas por cada uma das
modelagens apresentadas. Os problemas utilizados foram os propostos por Yamamoto
e Lorena (2005) e estao disponiveis em www.lac.inpe.br/~lorena. A primeira coluna
mostra o numero de pontos, seguidos pelo nimero de problemas, nimero médio de
restricoes para a formulacao baseada em arestas e pelo nimero médio de restrigoes
geradas pela formulacao baseada em pontos. Percebe-se que esta tltima reduz de forma

consideravel o nimero de restrigoes.

TABELA 4.7 — Numero médio de restricoes geradas.

Niumero Nimero Formulacao Formulagao
de de baseada em baseada em
pontos problemas arestas pontos
25 8 357 96
100 25 202 153
250 25 864 530
500 25 2909 1412
750 25 6181 2481
1000 25 10700 3643

4.4.1 LagClus para a modelagem baseada em pontos

A LagClus foi aplicada no PM NCP, entretanto, como esta formulacao é baseada em
pontos e nao em arestas, o particionamento foi feito de maneira diferente. Considere a

Figura 4.8. Em (a) é mostrado o problema e em (b) o grafo obtido, assim como na Figura
4.7 (a) e (b).

Em um grafo G, uma clique pode ser definida com um subgrafo completo de G (Harary,
1972). Com isso, observando que as posigoes candidatas de cada ponto formam uma
clique, foi aplicada a técnica de contragao de vértices que consiste em agrupar todas
as posicoes candidatas do ponto ¢, formando um tunico vértice. O grafo obtido entao é
particionado, nesse caso em dois, como mostra a Figura 4.8 (c¢). Em seguida, as contragoes

sao expandidas obtendo o grafo original (d) , surgindo assim as arestas entre clusters (e),
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e os subproblemas (f).

A contracao dos vértices permite que nos subproblemas aparecam as restri¢oes definidas

em 4.12 (as cliques), e com isso, nao precisam ser relaxadas. Observa-se na Figura 4.8

(e) que somente as arestas entre pontos sdo relaxadas.

Como as restricoes definidas em 4.12 sao respeitadas, durante o algoritmo de

subgradientes somente a heuristica HM ¢ utilizada para melhorar uma solucao relaxada

dada pela LagClus.
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FIGURA 4.8 — Aplicacao da LagClus para a formulacao baseada em pontos.

TABELA 4.8 — Resultados médios obtidos com o CPLEX 7.5 (ILOG, 2001).

Problema Limite Limite = GAP(%) Tempo(s) Rétulos Percentual
inferior superior em de rétulos
conflitos livres
25 27,75 27,75 0,00 0,20 4,88 80,50
100 100,00 100,00 0,00 0,03 0,00 100,00
250 250,00 250,00 0,00 0,06 0,00 100,00
500 500,84 500,84 0,00 0,74 1,68 99,67
750 757,25 759,12 0,25 9625,92 17,84 97,62
1000 1010,37 1051,92 3,94 6683,80 97,12 90,29

4.4.2 Resultados computacionais da LagClus para a modelagem baseada em

pontos

A Tabela 4.8 mostra os resultados médios obtidos com o CPLEX 7.5 utilizando a
modelagem baseada em pontos 4.11-4.14, para as instancias testes. O CPLEX foi

executado até resolver a instancia ou parar por falta de memoéria. A primeira coluna
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exibe o numero de pontos a serem rotulados, seguida pelo limite inferior e superior, e pelo

GAP = (LimiteSuperior—LimitelIn ferior
- LimiteSuperior

entre os dois limitantes. Na quinta coluna sao mostrados os tempos computacionais

) %100 que fornece, em porcentagem, o Gap encontrado

utilizados, seguido pelo niimero de rétulos em conflito e pelo percentual de rétulos livres

para cada problema.

Para os problemas com até 500 pontos, o CPLEX resolveu todos em um tempo
computacional muito baixo (menor que 0,74s), entretanto para problemas maiores, o
CPLEX parou muitas vezes por falta de memoria. Para problemas com 750 pontos, em
12 das 25 instancias, ele encontrou a optimalidade. J& para 1000 pontos, nenhuma solugao

6tima fol encontrada.

A Tabela 4.9 apresenta os resultados médios obtidos com a aplicagao da LagClus. Nesta
tabela, além dos campos mostrados na Tabela 4.8, esta o nimero de clusters usado em
cada problema. Novamente o METIS foi usado para realizar o particionamento. Pode-se
verificar facilmente que os Gaps de dualidade encontrados para as instancias maiores, sao
menores que os obtidos pelo CPLEX. Para os problemas maiores (750 e 1000 pontos), a
qualidade das solugdes obtidas (ver Percentual de rétulos livres) foi superior as obtidas

pelo CPLEX, em um tempo computacional menor.

TABELA 4.9 — Resultados médios obtidos com a LagClus para PM NC?P.

Problema Numero de Limite Limite GAP(%) Tempo(s) Rétulos Percentual
clusters inferior superior em de rétulos
conflitos livres
25 2 25,62 28,13 8,67 3,50 6,00 76,00
100 2 100,00 100,00 0,00 0,12 0,00 100,00
250 2 250,00 250,00 0,00 0,12 0,00 100,00
500 2 500,84 500,84 0,00 0,40 1,68 99,67
750 10 758,09 758,96 0,12 53,84 17,60 97,65
1000 25 1030,07 1047,32 1,64 3445,40 90,16 90,98

Para as instancias com 750 pontos, a LagClus encontrou a optimalidade em 21 das 25
instancias. Para problemas com 1000 pontos, assim como aconteceu com o CPLEX,
nenhuma solugao 6tima foi encontrada, no entanto o Gap de dualidade foi duas vezes

menor.

Para mostrar a relagao entre particionamento e qualidade da solucao, foram feitos mais
dois experimentos com as instancias de 1000 pontos variando o ntmero de clusters para
20 e 30 clusters. Os resultados estao mostrados na Tabela 4.10. Percebe-se claramente
que, com a redugao do numero de clusters as solugoes obtidas ficam melhores (ver Gap

e Percentual de rétulos livres) no entanto, o tempo computacional aumenta. Por outro
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lado, ao aumentar o ntimero de clusters para 30, as solugoes encontradas foram piores

que as obtidas com 20 e 25 clusters, porém o tempo computacional reduz.

TABELA 4.10 — Resultados médios obtidos com a LagClus para o PM NC? sobre as
instancias com 1000 pontos variando o nimero de clusters.

Nimero de  Limite Limite GAP(%) Tempo(s) Rétulos Percentual
clusters inferior superior em de rétulos
conflitos livres
20 1031,23 1044,80 1,30 3842,84 85,80 91,42
25 1030,07 1047,32 1,64 3445,40 90,16 90,98
30 1026,81 1049,16 2,13 734,80 93,56 90,64

4.5 Comparacgao dos resultados encontrados com os da literatura

A Tabela 4.11 compara os resultados obtidos com a LagClus para o PMNC® e para
o PMNCP, com os resultados relatados na literatura. Como pode ser verificado, os
resultados encontrados com a LagClus sobre a modelagem baseada em pontos (PM NCP)
forneceu melhores resultados que a literatura. Nesta tabela existem varios algoritmos com
objetivos distintos, como mostrou a Se¢ao 4.2. Mesmo a formulacao de minimizagao do
numero de conflitos sendo um limitante inferior para as demais abordagens, a mesma

com a LagClus, apresentou melhores resultados.

TABELA 4.11 — Comparagao com outros algoritmos.

Algoritmo Percentual de rétulos livres
Problemas
100 250 500 750 1000
LagClus para PMNCP 100,00 100,00 99,67 97,65 91,42 / 90,08 /90,64
PMNCP — CPLEX 7.5 100,00 100,00 99,67 97,62 90,29
LagClus para PMNC® 100,00 100,00 99,38 95,53 86,47
PMNC* — CPLEX 7.5 100,00 100,00 99,67 NC NC
AGC Melhor (Yamamoto e Lorena, 2005) 100,00 100,00 99,60 97,10 90,70
AGC Média (Yamamoto e Lorena, 2005) 100,00 100,00 99,60 96,80 90,40
Busca Tabu (Yamamoto et al., 2002) 100,00 100,00 99,30 96,80 90,00
AG com méscara (Verner et al., 1997) 100,00 99,98 98,79 95,99 88,96
AG sem mdscara (Verner et al., 1997) 100,00 98,40 92,59 82,38 65,70
Simulated Annealing (Christensen et al., 1995) 100,00 99,90 98,30 92,30 82,09
Zoraster (1990) 100,00 99,79 96,21 79,78 53,06
Hirsh (1982) 100,00 99,58 95,70 82,04 60,24
3-opt Gradient Descent (Christensen et al., 1995) | 100,00 99,76 97,34 89,44 77,83
2-opt Gradient Descent (Christensen et al., 1995) | 100,00 99,36 95,62 85,60 73,37
Gradient Descent (Christensen et al., 1995) 98,64 95,47 86,46 72,40 58,29
Greedy Algorithm (Christensen et al., 1995) 95,12 88,82 75,15 58,57 43,41

4.6 Consideracoes finais

Este capitulo apresentou os resultados obtidos com a LagClus para o problema da

rotulacao cartografica de pontos. Como observado, as solugoes encontradas foram
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significativas, principalmente para a formulagao baseada em pontos, que reduziu o

numero de restrigoes geradas pela formulacao baseada em arestas.

A estratégia de nao relaxar as cliques formadas pelas posi¢oes candidatas de cada ponto,
mostrou-se bem adaptada para este problema, dado que a LagClus produziu resultados

melhores que os apresentados na literatura.

Baseado na idéia da redugao do nimero de restrigoes explorando as cliques, no préximo
capitulo é apresentado o problema da programacao diaria de fotos para um satélite de
observacao, junto com uma formulagao reduzida. O objetivo é representar este problema
através de um grafo de conflitos, e aplicar a LagClus neste problema, aproveitando as
cliques geradas pelo modelo reduzido. Espera-se com isso, obter bons limitantes também

para este problema.

95






CAPITULO 5

PROBLEMA DA PROGRAMACAO DIARIA DE FOTOS DE UM
SATELITE DE OBSERVACAO

O Problema da Programacao Diaria de Fotos (PPDF) de um satélite de observagao da
Terra, é um dos problemas chave para um satélite de observagao (Vasquez e Hao, 2003).
O objetivo deste problema é programar um subconjunto de fotos de um conjunto maior
denominado conjunto de fotos candidatas, que deverao ser fotografadas pelo satélite.
Entretanto, existe um nidmero grande de restrigdes (maior parte de adjacéncias ou

conflitos) que restringem determinadas situagoes.

A funcao objetivo deste problema reflete vérios critérios como a importancia do cliente,
demanda urgente, previsoes meteoroldgicas, etc. As restricoes incluem restrigoes fisicas
tal como a capacidade de armazenamento do satélite; e restricoes logicas como a nao

sobreposicao de fotos e um tempo minimo de transicao entre duas fotos sucessivas.

Existem na literatura varios métodos para resolver este problema. Verfaillie et al. (1996)
apresentaram um algoritmo exato denominado Pseudo Dynamic Search, que inclui um
Branch-and-Bound dentro de um processo iterativo de solugao. Esse método foi capaz
de resolver 14 instancias testes que foram mais tarde apresentadas formalmente por
Bensana et al. (1999). O método resolveu as 13 instancias consideradas simples, e das 7

consideradas dificeis, o método resolveu apenas 1.

Dentre os resultados mais interessantes, estao os de Vasquez e Hao (2001) que apresentam
uma Busca Tabu para esse problema. A Busca Tabu permitiu encontrar as solucoes
otimas de todas as instancias simples, e nas instancias dificeis, melhorou as solugoes

conhecidas.

Vasquez e Hao (2001) também apresentam uma formulagdo matemética para o PPDF.
Mais tarde, Vasquez e Hao (2003) apresentaram bons limitantes superiores para este

problema, o que permitiu avaliar os resultados obtidos em 2001 com uso da Busca Tabu.

Os limitantes foram obtidos a partir de uma representacao em grafo de conflitos do
problema. Em seguida, os autores particionaram o grafo obtido, formando clusters. Com
isso, as arestas que conectam os clusters foram removidas e os subproblemas resolvidos
separadamente. Ao final, os resultados das fungoes objetivos de cada cluster sao somados,
gerando um limitante superior. Vasquez e Hao (2003) procuraram reduzir ao maximo o
niumero de arestas entre clusters, com isso os limitantes obtidos foram de boa qualidade.

Por outro lado, os tempos computacionais foram altos, variando de horas a dias em um
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Pentium III com um solver implementado pelos autores.

Devido a estratégia de particionamento adotada pelos autores para obter bons limitantes

superiores, pode-se perceber que existe uma ligacao entre essa técnica e a LagClus.
5.1 Formulagao matematica

Seja F' = {f1, f1, .-, fn} um conjunto de fotografias candidatas do tipo mono e stereo,

que devem ser programadas para o proximo dia de observagao de um satélite.

Cada fotografia tem associado:

e um beneficio, que representa uma série de critérios como a importancia do

cliente, demanda de urgéncia, previsoes, dentre outros fatores;

e um tamanho, que representa o tamanho necessario de memoria para

armazenar a foto no momento em que a mesma é tomada;

e um conjunto de possibilidades que corresponde aos diferentes modos de tirar
a fotografia f;: (1) para mono, que indica existirem 3 possibilidades de tirar
a foto ou seja, pode ser usada qualquer uma das trés cameras do satélite (z, y
ou z); ou (2) para stereo, limita o nimero de possibilidades em uma porque
uma foto stereo necessita, simultaneamente, da camera da frente e da que

esta atras.

No PPDF existem trés conjuntos de restrigoes:

e Restri¢oes bindrias. Para alguns pares (foto, camera), é proibido programar

simultaneamente a foto f; na camera z e a foto f na camera y;

e Restrigdes terndrias; Para alguns pares (foto, camera), é proibido programar

simultaneamente a foto f; na camera z, f, na camera y e f3 na camera z;

e Restricao de capacidade ou da mochila. A soma dos tamanhos das fotos
programadas nao pode exceder a capacidade de gravacao disponivel no

satélite.

Com isso, o objetivo do PPDF é encontrar um subconjunto £’ de F' que satisfaca todas
as restricoes definidas anteriormente, e que maximize a soma dos beneficios de cada

fotografia em F”.
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Seja F' o conjunto de fotografias candidatas e n = |F|. Cada fotografia mono esté
associada a 3 pares de elementos: (f;, cameray), (fi,cameras) e (f;, cameras). De modo
similar, cada foto do tipo stereo esta associada a um par de elementos representado
por (f;,cameray3). Sendo n; e ny os numeros, respectivamente, de fotos mono e stereo
em F' (n = ny + ny), existe um total m = 3n; + ny de pares possiveis de elementos.
Agora, pode-se definir uma variavel de decisao binaria xz; para cada um desses pares de
elementos. Se z; = 1, o correspondente par (foto, camera) estd presente na programagao,

caso contrario x; = 0.

Seja g; e ¢; variaveis que representam, respectivamente, o beneficio e o tamanho associado
a variavel z;. Essas duas variaveis serao utilizadas para descrever a funcao objetivo e a

restricao da mochila presentes na formulagao.

Considerando as defini¢oes acima, o problema da programacao didria de fotos pode ser

formulado como (Vasquez e Hao, 2001):

v(PPDF) = Maa:{zm:gixi} (5.1)

Sujeito a:
i=1
ri+x; <1 V (2, x5) € Cy (5.3)
T+ T+ T <2 V(ZEi,Ij,Ik) € (U5 (54)
T+ 2+ xp <1 V (zi, x5, 2x) € Cso (5.5)
x; € {0,1} ie{l,...,m} (5.6)
Onde:
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e ('M ¢ a capacidade maxima de armazenamento do satélite;

e (5 ¢ um conjunto de restricdes que evita a sobreposicao de fotos, respeita
o tempo minimo entre duas fotos sucessivas na mesma camera, e impoe

limitacoes no fluxo de dados instantaneo;

e (51 é um conjunto de restri¢oes que nao podem ser expressas usando restrigoes

de sobreposicao;

e (U3 é um conjunto de restricoes associadas as fotos mono que evita que uma

mesma foto mono seja tomada mais de uma vez.

A restricao 5.2 é uma restrigdo da mochila. J& a restrigdo definida em 5.3 representa
as restricoes de conflito entre duas variaveis, ou seja, restricoes de adjacéncias. Em 5.4
estao apresentadas restrigoes terndrias (trés varidveis) que nao podem ser representadas
usando 5.3. As restricoes definidas em 5.5 nao permitem que uma foto mono seja tomada
mais de uma vez. Usando conceitos de grafo, cada restricao gerada em 5.5, forma uma
clique ou um conjunto de restricoes de adjacéncias. E por ultimo, a restricao 5.6 garante

que todas as variaveis do problema sao binarias.

5.2 Redugao usando cliques maximais que contém um vértice e cobertura

de vértices

Murray e Church (1997a) trabalhando com o PMCIV propuseram uma nova forma de
representar restricoes de adjacéncias, que permite reduzir o niimero de restrigoes de um
modelo. Eles exploram o conceito de cliques maximais e de cobertura de vértices. Uma
clique maximal é definida por Murray e Church (1997a) como sendo a maior clique que
envolve um determinado vértice. Por exemplo, considere a Figura 5.1 que apresenta um
grafo de conflito. A maior clique que envolve o vértice x; é dado pelo conjunto de vértices

T1,T2,T3 € Xy4.

Grafo de conflitos

: T

X; Clique maximal envolvendo o vértice x;: (x}, X X3, X,)

Xy

X4

X5

X3

FIGURA 5.1 — Clique maximal envolvendo o vértice x;.
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Entretanto, um conjunto de restricoes baseadas em cliques maximais podem conter
restrigoes (cliques) redundantes. Isso significa que uma clique maximal de um vértice
pode ser um subconjunto de uma clique maximal de outro vértice. Com isso, faz-se
necessario identificar somente cliques maximais nicas para evitar redundancia. Esse
processo de identificacao deve ser feito comparando-se as novas cliques maximais obtidas
com as que foram identificadas previamente. Com isso, pode-se dizer que o nimero de
cliques maximais tnicas é limitado pelo niimero de vértices presentes no grafo de conflitos
(Murray e Church, 1997a).

Porém, ao selecionar o conjunto de cliques maximais, nao existe garantia de que todas
as restricoes de adjacéncias estejam satisfeitas. Considerando novamente a Figura 5.1, a
aresta (z1,xg) nao faz parte da clique maximal do vértice x1, mostrada anteriormente.
Com isso, faz-se necessario adicionar as restrigoes de cliques maximais, restrigoes de
cobertura de vértices ou de empacotamento de vértices. Assim, sao adicionadas, no
maximo, um numero de restricoes de cobertura igual ao niimero de vértices do grafo
de conflitos (Murray e Church, 1997a).

Grafo de conflitos Definindo as cliques maximais:
1) Para o vértice x, = (x, X,, X3, x,) — Clique 1
& 2) Para o vértice x, = (X, X5, X3, x,) — Clique redundante
3) Para o vértice x; => (x;, x,, X3 x,) — Clique redundante
Xy 4) Para o vértice x, = (x;, X,, X3, x,) — Clique redundante
5) Para o vértice xs; = (x;, x,, x5) — Clique 2 Ny
6) Para o vértice x; = Nenhuma
Xy Total de cliques maximais: 2 < Numero de vértices (6) Restrigies geradas:
Definindo restrigoes de cobertura de vértices: ? 1 ;Z jx)_% <+I X sl
1) Para o vértice x;, = x; + x5 < 1 — Cobertura 1 — Demais x3 " x4 <] °
vértices conflitantes com x, estdo na clique 1. x] i xé _<]
2) Para o vértice x, => Nenhuma — Todos os vértices To tfl ! de6R7es trigdes: 4
Xg s corgﬂttqntes com x, estdo na clique 1. ‘ contra 10 restricies de
3) Para o vértice x; = Nenhuma — Todos os vértices adjacéncias.
conflitantes com x; estdo nas cliques 1 e 2.

4) Para o vértice x, = Nenhuma — Todos os vértices QL7
conflitantes com x, estdo nas cliques 1 e 2.

6) Para o vértice x; = x5 + x4 <1 — Cobertura 2 — Demais
vértices conflitantes com x; estdo na clique 2.

7) Para o vértice x; => Nenhuma — Pois as duas arestas
adjacentes a xzja foram consideradas nas restrigoes de
cobertura 1 e 2.

Total de restrigoes de cobertura: 2 < Numero de vértices (6)

FIGURA 5.2 — Exemplo de aplica¢ao da redugao de Murray e Church (1997a).

A Figura 5.2 apresenta a reducdo proposta por Murray e Church (1997a) aplicada ao
grafo mostrado na Figura 5.1. Observe que o ntimero de restri¢oes obtido ao final foi igual
4 que corresponde a 2 restrigoes de cliques maximais envolvendo os vértices x; e x5, e 2
restrigoes de cobertura envolvendo os vértices z; e x5. Observe ainda que este ntimero de

restrigoes ¢ inferior a 2 vezes o numeros de vértices conforme Murray e Church (1997a).
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5.3 Definicao das restrigoes de reducao

Seja C'Ly, o conjunto de vértices pertencentes a clique maximal k, para k = {1, ..., K},
tal que K representa o nimero total de cliques maximais. Assim, as restrigoes de cliques

maximais podem ser expressas como:

> oz <1 Vk={1,..,K} (5.7)

JECLy

Seja N; um conjunto com todos os vértices que compartilham uma aresta com o vértice
1, e n; um coeficiente igual ao maior nimero de elementos do conjunto N; que podem
ser selecionados simultaneamente sem violar uma restricao de adjacéncia. Sendo assim,

as restricoes de cobertura de vértices podem ser definidas como:

niwi + Y r; <ny Vi={1,..V} (5.8)

JEN;
Sendo V' o conjunto de vértices do grafo de conflitos.

Porém dessa forma, as restricoes definidas em 5.7 aparecem também nas restricoes de
vértices definidas em 5.8, indicando redundancia de restrigoes. Para evitar isso, seja
N; = {j € Nyli,j ¢ CLyVk =1, ..., K} o conjunto dos vértices j que compartilham uma
aresta com i, dado que a aresta (i,7) nao aparece em nenhuma clique maximal k,
e n; um coeficiente igual ao maior nimero de elementos do conjunto N; que podem
ser selecionados simultaneamente. Sendo assim, a restricao definida em 5.8 pode ser

substituida por:
Auri+ Y @ <h; Vi={l.,V}: N, #£0 (5.9)
jeNi

Com isso, as restricoes definidas em 5.7 e em 5.9 podem substituir, sem perda de

generalidade, o conjunto de restricoes de adjacéncias presentes em um grafo de conflitos.
5.4 Algoritmo de reducgao

O processo de geracao das restricoes definidas em 5.7 e 5.9 esta apresentado na Figura
5.3.

Este processo é constituido de duas fases, diferencidas pelos retangulos maiores. O

primeiro passo € identificar as cliques maximais. Isso é feito para cada vértice i e consiste
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em uma procura no conjunto N; do maior subconjunto de vértices (incluindo i) que é
mutuamente conectado. O segundo passo consiste no processo de criagao das restrigoes
de cobertura de vértices que constitue das restrigoes de adjacéncias nao consideradas no

passo anterior, e na definicao do coeficiente n;.

Ao término do algoritmo mostrado na Figura 5.3, as restrigoes obtidas podem substituir

todas as restricoes de adjacéncias presentes em um grafo de conflitos.

Na préxima secao, sera apresentada uma formulacao reduzida para o PPDF que utiliza

os conceitos apresentados nesta secao.

[ Inicio ]

v

Identificar clique
Inicio » Maximal que inclui o

[
I
~

vértice i

A

A clique

Sim Todos os identificada esté
. " vértices . Sim presente
Fim .. < A
jé& foram em alguma outra

examinados? clique

definida?

Adicionar a clique
maximal obtida em K.

v

Eliminar qualquerj em N; tal
Inicio que a aresta (i,j) esteja
i=1 presente em uma clique

maximal, criando N;.

Calcular ﬁl
A
se N

Todos os
vértices
j& foram
examinados

)

FIGURA 5.3 — Processo de geracao das restrigoes de Murray e Church (1997a).
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5.5 Formulacao reduzida para o PPDF

As restrigoes definidas em 5.3 e 5.5, podem ser reduzidas através da formulagao de Murray

e Church (1997a). Com isso, o problema original do PPDF pode ser reescrito como:

v(PPDF) = Max {Z gixi}
i=1

Sujeito a:

i=1

Z$]§1 Vk e K

jeCLg

i+ S <ng Yi={1,.,V}: N, #0

JEN;

T +xj+a <2 V (24,25, ki) € Csy

z; € {0,1} ie{l,...,m}

Na préxima secao sao mostrados os resultados obtidos com a reducao acima.

5.6 Resultados obtidos com a redugao

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

A formulacao apresentada em 5.1-5.6 foi aplicada nas instancias testes propostas por

Bensana et al. (1999), assim como a formulacao apresentada em 5.10-5.15. Os resultados

estao mostrados nas Tabelas 5.1 e 5.2.

As colunas nestas tabelas referem-se a:

e Inst. - Nome da instancia teste;
e Tipo 1 - Numero de restri¢coes definidas em 5.3;
e Tipo 2 - Numero de restrigcoes definidas em 5.4;
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e Tipo 3 - Numero de restri¢coes definidas em 5.5

e Totall - Namero total de restrigoes (Tipo 1 + Tipo 2 + Tipo3) gerada pela

formulagao de Vasquez e Hao (2001);

e C(Cliques maximais- Numero de restri¢coes definidas em 5.12;

e C(lique méaxima - Tamanho da maior clique encontrada;

e Restrigoes de né- Numero de restrigoes definidas em 5.13;

e Total2 - Numero total de restrigoes (Cliques maximais + Restrigoes de né +

Tipo 2) gerada pela formulagao reduzida;

e Dif - Diferenga (Totall - Total2) entre o nimero de restri¢oes geradas pela

formulacao de Vasquez e Hao (2001) e a formulagao reduzida.

TABELA 5.1 — Resultados do processo de redugao para as instancias sem a restrigao da

mochila
Modelo de Vasquez e Hao (2001) Modelo reduzido
Inst. Restrigoes Cliques Clique Restrigoes Tipo 2 Total2 Dif.
Tipol Tipo2 Tipo3 Totall | maximais maxima de né
54 389 23 67 479 100 8 46 23 169 310
29 610 0 82 692 99 9 48 0 147 545
42 1762 64 190 2016 268 14 157 64 489 1527
28 6302 590 230 7122 339 22 204 590 1133 5989
5 13982 367 309 14658 785 21 596 367 1748 12910
404 919 18 100 1037 142 15 60 18 220 817
408 2560 389 200 3149 317 16 159 389 865 2284
412 6585 389 300 7274 533 20 334 389 1256 6018
414 9456 4719 364 14539 668 23 441 4719 5828 8711
503 705 86 143 934 196 9 75 86 357 577
505 2666 526 240 3432 393 16 168 526 1087 2345
507 5545 2293 311 8149 550 18 327 2293 3170 4979
509 7968 3927 348 12243 627 22 400 3927 4954 7289

TABELA 5.2 — Resultados do processo de redugao para as instancias com a restrigao da

mochila.

Modelo de Vasquez e Hao (2001) Modelo reduzido
Inst. Restrigoes Cliques Clique Restrigoes Tipo 3 Total2 Dif.

Tipol Tipo2 Tipo3 Totall | maximais maxima de né
1401 11893 2913 488 15294 879 21 593 2913 4385 10909
1403 14997 3874 665 19536 1260 21 846 3874 5980 13556
1405 24366 4700 855 29921 1758 21 1294 4700 7752 27169
1407 30058 5875 1057 36990 2275 21 1656 5875 9806 27184
1502 296 29 209 534 149 5 146 29 324 210
1504 5106 882 605 6593 1012 12 498 882 2392 4201
1506 19033 4775 940 24748 1980 19 1365 4775 8120 16628
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A Tabela 5.1 apresenta os resultados para as instancias consideradas simples. Essas
instancias, além de serem menores, nao apresentam a restricao da mochila. Pode-se
perceber que a reducao aplicada diminui consideravelmente o nimero de restrigoes. A
maior diferenca obtida foi na instancia “5”, enquanto a formulagao original gera um
total de 14658 restricoes, a formulacao reduzida apresenta 1748, uma diferenca de 12910

restricoes. A maior clique encontrada nesse caso contém 21 vértices.

A Tabela 5.2 apresenta os resultados para as instancias consideradas dificeis que neste
caso, apresentam a restricao da mochila. Observa-se mais uma vez que o nimero de
restricoes geradas pelo modelo reduzido ¢ bem menor que as do modelo original de
Vasquez e Hao (2001). A maior redugao aconteceu na instancia “1407”, de 36990 para

9806, uma reducgao de 27184 restrigoes.

TABELA 5.3 — Resultados obtidos com o CPLEX 7.5 para o PPDF.

Inst. | Modelo de Vasquez e Hao (2001) Modelo reduzido
Solucao Tempo (s) Solugdo Tempo (s)
54 70 0,18 70 0,08
29 12032 0,08 12032 0,07
42 108067 0,47 108067 0,18
28 56053 4,61 56053 1,03
5 115 9,86 115 11,42
404 49 0,07 49 0,06
408 3082 0,81 3082 0,61
412 16102 1,24 16102 1,40
414 22120 4,80 22120 6,83
503 9096 0,07 9096 0,09
505 13100 0,24 13100 0,45
507 15137 2,18 15137 5,13
509 19125 8,34 19125 6,17
1502 61158 0,07 61158 0,06

A Tabela 5.3 apresenta os resultados obtidos com o CPLEX 7.5 para a modelagem de
Vasquez e Hao (2001) e a reduzida, aplicadas aos problemas testes das Tabelas 5.1 e
5.2. Para os problemas mais dificeis, as duas formulagoes apresentaram problemas na
definicao da solucao 6tima, nao fechando o Gap de dualidade em 10 horas de execucao,

com excecao da instancia “1502”, que foi resolvida por ambas as modelagens.

Em média, as instancias foram resolvidas em 2,36s e 2,40s com a modelagem de Vasquez
e Hao (2001) e a modelagem reduzida, respectivamente. A diferenga de tempo é muito
pequena, apesar da média apresentada pela modelagem reduzida ser superior a primeira.
Uma grande diferenca poderia ser obtida nos problemas mais dificeis, no entanto, as duas

modelagens apresentaram problemas para encontrar a solucao 6tima.
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5.7 Consideracgoes finais

Este capitulo apresentou o problema da programacao diaria de fotos de um satélite de
observagao. Foi apresentada a modelagem matematica do problema proposta por Vasquez
e Hao (2001) assim como, uma modelagem reduzida que utiliza os conceitos de cliques

maximais e de cobertura de vértices.

A modelagem reduzida permite trabalhar com formulagoes menores, no entanto, os
resultados 6timos para as instancias dificeis nao puderam ser obtidos. Por outro lado, a
estratégia de particionamento utilizada por Vasquez e Hao (2003) para obter um limitante
superior, se assemelha bem com a LagClus. Assim, pretende-se formar um grafo de
conflitos como proposto por Vasquez e Hao (2003), e aplicar a LagClus nesse problema,

porém considerando a modelagem reduzida.

Espera-se obter limitantes tao bons quanto ou até melhores que os obtidos por Vasquez

e Hao (2003), em um tempo computacional menor.
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CAPITULO 6

GERACAO DE COLUNAS PARA O PROBLEMA DO
CARREGAMENTO DE PALETES

O método ou algoritmo Branch-and-Price (Barnhart et al., 1998) consiste no uso
combinado do método Branch-and-Bound com a técnica de Geracao de Colunas, sobre
um problema denominado Problema Mestre Restrito. Esse método tem sido aplicado
em véarios problemas como em problemas de localizagao (Senne et al., 2005), escalas de

tripulagoes (Barnhart et al., 1998), dentre outros.

Entretanto, o Branch-and-Price (B&P) constitui a ultima fase de um algoritmo
denominado Geragao de Colunas (GC). A GC pode ser empregada quando todas as
colunas de um problema nao sao conhecidas, e uma enumeracao completa delas nao ¢é
possivel (Senne et al., 2005), ou quando o problema é obtido usando a decomposi¢ao
Dantzig-Wolfe (Dantzig e Wolfe, 1960). Porém, nao necessariamente faz-se necessario
descer na arvore de busca, ou seja, deve-se aplicar o B&P. O B&P pode ser aplicado
quando o algoritmo de Geracao de Colunas termina e o vetor de solugao nao é inteiro
(Wolsey, 1998).

O método de geracao de colunas vem sendo utilizado em vérias aplicagoes, como em
problemas de roteamento de veiculos (Desrochers et al., 1992), escala de tripulagoes
(Barnhart et al., 1998; Mauri e Lorena, 2004) e de localizagao de facilidades (Senne e
Lorena, 2001; Lorena e Senne, 2003; Senne et al., 2005). Muitas dessas aplicagoes utilizam
técnicas de reducao do nimero de colunas. Uma boa revisao sobre o assunto pode ser
obtida no trabalho de Desaulniers et al. (2001).

Assim, o Branch-and-Price pode ser subdividido nas seguintes fases:

a) Estabelecer conjunto inicial de colunas e aplicar método de geracao de

colunas;

b) Descer em uma &rvore de busca bindria, adicionando colunas e realizando

podas nos nos.

O primeiro item descrito anteriormente, estd sendo estudado e os resultados estao
mostrados nesta secao. A busca na arvore bindria esta em fase de desenvolvimento,

constituindo no Branch-and-Price, objetivo desta proposta.

A seguir serd apresentado o método de geracao de colunas para o PMCIV usando a

decomposi¢ao Dantzig-Wolfe proposta por Hicks et al. (2004) para o problema de méximo
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conjunto independente de vértices com peso.

Na Secao 6.2 é apresentada a formulacao do Problema de Carregamento de Paletes
(PCP), seguida pela formulagao e pelos resultados obtidos com a LagClus. Na Secao 6.5
sao apresentados os resultados obtidos com a geracao de colunas mostradas na Secao 6.1

para o PCP, e por ultimo, na Se¢ao 6.6, sao apresentadas as consideracoes finais.
6.1 Geragao de colunas para o PMCIV

A implementacao classica de geracao de colunas, utiliza um problema mestre e
subproblemas geradores de colunas. O problema mestre restrito (PMR), através de
suas variaveis duais, direciona os subproblemas na busca por novas colunas que trazem

informagoes novas para o PMR.

Assim, considere a formulagao apresentada na Sec¢ao 3.2 para o PMCIV (por questoes

de facilidade, ela serd reapresentada a seguir).

P
v(PMCIV) = Maz ) ¥ (6.1)
p=1
Sujeito a:
T ALY 1 A222 ... 1 APRP < (6.2)
+Dlax! < 1
+D?g? < 1
(6.3)
<
+DPgP < 1
t'eBm ... ... zPeB" (6.4)
Sendo:

e P um vetor das variaveis de decisao do cluster p;

e AP uma matriz bindria de dimensoes M x |V| que representa os coeficientes
das variaveis xP do cluster p, presentes nas M restrigoes de adjacéncias entre

clusters;
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e DP uma matriz bindria de dimensbes |E| — M x |V| que representa
os coeficientes das varidveis P do cluster p, presentes nas restricoes de

adjacéncias intra clusters;

e B um vetor de varidveis bindrias do cluster p de comprimento n,,.

Com isso, aplicando decomposi¢ao Dantzig-Wolfe para a relaxacao de programacao linear
do problema 6.1-6.4 conforme Hicks et al. (2004), tem-se o seguinte PMR:

P
V(PMR)pp = Maz [ Y > A;@” (6.5)

p=1jeJp

Sujeito a:
P
Z Z <1 (6.6)
p=1 jeJ,
S Ap=1 Vpe{l.P} (6.7)
J€Jp
Nip>0  Vpe{l..P},jeJ, (6.8)
Sendo:

e J, um conjunto de pontos extremos do cluter p;
e /7 um vetor de comprimento |V,| que representa os pontos extremos j € Jy;

e )\, uma varidvel de decisao que representa o ponto extremo j € J,.

Os subproblemas p € {1, ...,F} sao todos PMCIV definidos como:

v(PMCIV?) = Maz {(1 — Al a) 27} (6.9)

Sujeito a:
DPz? <1 (6.10)
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7P € B" (6.11)

Onde « é um vetor de comprimento M que representa as variaveis duais das restrigoes
definidas em 6.6. Uma nova coluna, fornecida por um subproblema, serd inserida no
PMR, se o seu custo reduzido for positivo, ou seja, v(PMCIV?) — 3, > 0, sendo 3, a

variavel dual associada com a p-ésima restricao definida em 6.7.
6.2 Problema do carregamento de paletes

O Problema do Carregamento de Paletes (PCP) consiste em: dado um conjunto de
itens idénticos (caixas idénticas) com dimensoes retangulares e um palete também
retangular; procura-se otimizar a superficie do palete posicionando o méximo possivel de
caixas sobre o mesmo, sendo que as caixas nao podem se sobrepor e todas elas devem
estar posicionadas (empacotadas) sobre o palete, nao podendo ultrapassar os limites
de comprimento e largura do mesmo; elas ainda podem ser rotacionadas em 90° graus
devendo estar com suas arestas paralelas as do palete. De acordo com Dyckhoff (1990)
esse problema pode ser classificado como sendo bidimensional, com sele¢ao de itens
iguais sobre um objeto tinico, sendo assim, esse problema pertence a um caso especial de
problemas de corte e empacotamento. A Figura 6.1 apresenta uma solucao para o PCP.
Observe que uma vez definida a primeira camada, as demais sao idénticas, por isso esse

problema pode ser reduzido ao caso bidimensional.

Orientagdes diferentes

Caié iguais / \\}/
/

iz

e

Palete }

FIGURA 6.1 — Exemplo de uma solucao para o PCP.

O PCP aparece freqiientemente na logistica de distribuicao de produtos e com isso,

o numero total de caixas empacotadas pode reduzir os custos logisticos dado que um

72



pequeno incremento nesse numero, pode estar representando uma economia significativa.

Considerando as diversas aplicagoes praticas desse problema, muitos métodos de solucao
tem sido estudados. Os algoritmos exatos existentes utilizam basicamente uma estrutura
em arvore (Dowsland, 1987; Bhattacharya et al., 1998; Alvarez-Valdes et al., 2004).
Devido as dificuldades existentes, varios outros métodos foram criados ou utilizados,
entre eles estdo os métodos construtivos que dividem o palete em blocos (Young-Gun
e Maing-Kyu, 2001), métodos recursivos (Young-Gun e Maing-Kyu, 1998) e métodos
baseados em estruturas do tipo G4 (Scheithauer e Terno, 1996) e do tipo L (Lins et al.,
2003). Existem outros trabalhos que aplicam as metaheuristicas conhecidas como Busca
Tabu (Pureza e Morabito, 2005) e Algoritmos Genéticos (Herbert e Dowsland, 1996).
Existem também vérios limitantes superiores que consideram a geometria do problema,

o que permite avaliar a qualidade de uma solucao.

Esse problema analisado sob outro ponto de vista, é o classico PMCIV (Dowsland, 1987).
O PCP pode ser representado através de um grafo de conflitos em que cada vértice, indica
a localizacao do canto inferior esquerdo de uma caixa posta na horizontal ou vertical, e

as arestas do grafo, as possiveis sobreposi¢oes das caixas.
6.3 Formulagao do problema de carregamento de paletes

O PCP pode ser formulado usando o caso particular da formulagao de Beasley (1985)
para o problema de corte nao-guilhotinado bidimensional. Considerando a Figura 6.2,
seja L e W € ZT, o comprimento e a largura do palete, respectivamente, tal que L > W,
e, l ew € Z*, o comprimento e a largura das caixas, respectivamente, tal que | > w
e | < Min(L,W). Para representar os possiveis modos de empacotar uma caixa, seja
(I1,wy) = (I,w) e (I3, wg) = (w,1). Com isso, essas posigdes podem ser representadas por

(i, w;),_q 5, que indicam o comprimento e a largura de uma face na orientacao 1.

L L
ﬁl%m/w/ [/
e T 2
(@

| % v v

(b)

FIGURA 6.2 — Possiveis orientagoes para uma caixa na modelagem do PCP.

Para representar as posicoes das caixas no palete, seja X e Y dois conjuntos que juntos

sao utilizados para definir as coordenadas (p,q) do canto inferior esquerdo das caixas.
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Esses conjuntos podem ser descritos como:

2
X = {p €Z%p=> lib,0<p<L—wb>0b€Z"Vi= 1,2} (6.12)
i=1
2
Y = {q €Z%qg=) wb,0<q<W —w,b; >0,b € Z"Vi= 1,2} (6.13)
=1
Palete
L < s
q-l
5
w

FIGURA 6.3 — Posigao (r,s) nao permitida em fungdo da colocagdo de uma caixa na
posicao (p,q) com orientagao i.

Seja a uma funcao que descreve as restricoes de sobreposicoes no palete. Esta funcao
pode ser obtida com antecedéncia para cada vértice (p,q) em relacdo a qualquer outro
vértice (r, s), para cada orientacdo i, sendop € X|p< L—1;, g€ Y|g < W —w;, r € X,

s€Y,ei=1,2 (Ver Figura 6.3). Assim, essa fun¢ao pode ser expressa como:

1, See0<p<r<p+l;—1<L-1,0<g<s<qg+w;—1<W-—-1
Qipgrs =
e 0, caso contrario

(6.14)

Agora, seja z;p, € {0,1} uma varidvel de decisao para todop € X|p<L—1;, g€ Y|qg <
W —w;, ei=1,2. Se x;,, = 1, uma caixa é colocada nas coordenadas (p,q) do palete

com a orientagao ¢, caso contrario, x;,, = 0.

Com isso, o PCP pode ser formulado como (Beasley, 1985):

2
v(POF) = Maz (2 Z{peX\pSL—zi} Z{qequw—wi} xipq) (6.15)
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2
o <
21 Z{peX\pSL—li} Z{qequvv—wi} GiparsTipg < 1,V € X, s € (6.16)

1=

Tipg €{0,1}Vi=1.2pe X|p<L—1;,qeY|g<W —w; (6.17)

A restricao 6.16 garante a nao existéncia de sobreposicao de caixas e a 6.17 que as

variaveis de decisao sao bindrias.

A seguir serd apresentado um exemplo da formulacao do PCP adaptado de Oliveira
(2005). Considere que as dimensoes do palete sdo (L, W) = (5,4) e as dimensoes das
caixas ([,w) = (3,2). As posigdes onde é possivel colocar o canto inferior esquerdo das
caixas sao dadas pelos conjuntos X = {0,2,3} e Y = {0, 2} conforme as Equagoes 6.12

e 6.13, respectivamente. Definindo agora os valores da funcao a:

e Para (p,q) =(0,0) ei=1:

m @000 = 1
Q19020 = 1
9930 =0
;1999 =0
A1ggor =0
a1gp32 = 0
e Para (p,q) =(0,0) ei=2:
m 9000 = 1
9020 = 0
0930 = 0
9002 = 1
902 =0
9932 =0
e Para (p,q) =(2,0)ei=1:
m 12000 =
Q12020 =
| 12030 =

Q2022 =

0
1
1
12002 =0
=0
1203 =0
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Agora as

Para (p,q) =

Para (p,q) =

Para (p, q

Para (p,q) =

(2,0) e

Q2009 = 0
G !

22020 =
32030 =1
22002 =
U202 =1
2030 =1

(3,0)

33020 =
423030 =
23002 =
33022 =
23032 =

m 23000 =

N OO~ O

T

m Q10200 =
Q10220 =
Q10230 =
Q10202 =

Q10222 =
Q10232 =

QNNQQQ

(2,2 =

Q2200 =
Q2220 =
Q12230 =
Q12202 =

o222 =
a =
S 12232

NN DS O

restrigoes definidas em 6.16 podem ser escritas como:

Para (r,
Para (r,
Para (r,
Para (r
Para (r,

Para (r,

5) =
5) =
5) =
,8) =
5) =
5) =

(0,0): 2100 + w200 < 1;
(0,2): @102 + w200 < 1
(2,0): @100 + 120 + T220 < 1
(2,2): w102 + 122 + Taz0 < 1
(3,0): w190 + w220 + T30 < 1;

(3,2): x192 + a0 + Taz0 < 1.

Assim, o problema com (L, W) = (5,4) e ([, w) = (3,2) pode ser formulado da seguinte

maneira:
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v (PCP) = Max (100 + T102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230)
Sujeito a:

T100 + a0 < 1

T102 + @00 < 1

T100 + 120 + Tazo < 1

T102 + T122 + Tago < 1

T120 + Tago + Tazo < 1

T122 + Tago + Tazo < 1

100, 1025 L1205, L1225 L2005 £220, 230 € {0, 1}

Para o modelo acima, a solugao 6tima é dada por x199 = T102 = Toz0 = 1 € X199 =
T129 = Tog0 = To90 = 0 com o valor da funcao objetivo igual a 3. A Figura 6.4 mostra

graficamente a distribuicao 6tima das caixas sobre o palete.

FIGURA 6.4 — Solugao étima para o problema (L, W) = (5,4) e (I,w) = (3,2).

PCP Grafo de conflitos PMCIV
V(PCP) = Max (x99 + X105 + X139 + X3, X0 V(PMCIV) = Max (x99 + X192 + X 59 +
F Xa00 T Xa20 + X230 X100 X122 X200 X320 + X230
Subject to: q Subject to:
X100 + X200 51 X0t X139 51
X102+ X309 <1 X100+ X300 51
X100+ X120 X329 51 X100+ Xazg <1
Xpgp ¥ Xppp Ay <1 iz szz + xjjg <I
X120+ X220 T X330 <1 X7+ Xpp9 S 1
Xp22 + Xppp+ 30 <1 X120 X2+ X3 <1
X100 X102 X120 X122 X200 X220 X230€{0, 1} X9t Xy 51
X330 Xi20 + X239 51
Xy ¥ Xpp9 <1
Xy ¥ X391
X0 ¥ X239 <1
X100 X102 X120 X122 %200 ¥220 %230 (0,1}

(a) (b) (c)
FIGURA 6.5 — Comparagao entre o PCP e o PMCIV.
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A formulagdo mostrada no Capitulo 2 para o PMCIV, produz mais restrigbes que
a formulacao definida em 6.15- 6.17. Isso decorre do fato de que a formulagao de
Beasley (1985) explora o uso das cliques, reduzindo assim o nimero de restri¢oes. Por
exemplo, considere novamente o problema apresentado acima no qual as dimensoes
do palete sao (L,W) = (5,4) e as das caixas (l,w) = (3,2). A Figura 6.5(a)
mostra a formulagao produzida pelo modelo 6.15-6.17. Usando a abordagem dada pelo
PMCIV, a Figura 6.5(b) mostra o grafo de conflitos obtido para o problema, e em
(c) é apresentada a modelagem do PMCIV. Como previsto antes, o PMCIV gera
mais restricoes que a modelagem de Beasley (1985), entretanto essas restrigoes estao

consideradas implicitamente na formulagao do PCP.
6.4 Aplicagao da LagClus e resultados

A LagClus para o PCP pode ser aplicada sobre a formulagao de Beasley (1985), realizando

0s seguintes passos:

a) Montar o grafo de conflitos G a partir da modelagem do PCP e aplicar uma

heuristica de particionamento no grafo G, dividindo-o em P clusters;

b) Relaxar as cliques presentes no PCP que apresentam vértices em mais de
um cluster. Em cada clique relaxada, analisar se existem pares de vértices
que pertencem a um mesmo cluster, se existir, adicionar ao respectivo cluster

uma restricao de adjacéncia entre cada par encontrado;

¢) A relaxacdo lagrangeana obtida entdo é dividida em P subproblemas e

resolvida.

Deve-se observar que no passo b) se alguma clique for relaxada, esta deve ser decomposta
e cada uma de suas arestas analisada. Se uma aresta conecta dois vértices de um mesmo
cluster, a mesma deve ser acrescentada no respectivo cluster. Esse procedimento fortalece

a relaxagao lagrangeana. Novamente, o particionamento foi feito usando o METIS.

Uma solucao relaxada pode nao ser uma solucao factivel, assim, no algoritmo de
subgradientes é utilizada uma heuristica de verificacdo e melhoria (HVM). Essa heuristica
primeiramente identifica todos os vértices da solucao relaxada que estao em conflitos.
Em seguida, remove da solugao relaxada o vértices com o maior nimero de conflitos. O
processo é novamente repetido, até obter uma solucao totalmente sem conflitos, ou seja,
uma solucao factivel. Por fim, a heuristica testa a insercao dos outros vértices de modo
a maximizar o numero de vértices na solucao factivel. Esse algoritmo esta representado

na Figura 6.6.
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As Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 apresentam os resultados obtidos com a LagClus para trés
conjuntos de instancias testes. O ndmero de clusters utilizado em cada conjunto foi
obtido através de experimentos, procurando encontrar um nimero capaz de fornecer um

limitante satisfatério com baixo custo computacional.

//;;uristica de Verificagdo e Melhoria - HVM ‘\\\

1. Fazer o vetor de solucdo factivel (v,) igual ao
vetor da solugdo relaxada dado pela LagClus;
2. Enquanto nédo obtiver uma solucdo factivel
3. Para cada vértice i de v, definir o nlmero de
vértices j conflitantes com 1i;
4. Ordenar, decrescentemente, v, conforme o
nimero de vértices conflitantes;
5. Eliminar o primeiro vértice presente em v,;
6. Fim do enquanto;
7. Testar dentre os demais vértices ndo presentes em

\\\\ vy, se é possivel inserir mais algum em v,. l///

FIGURA 6.6 — Heuristica de Verificagdo e Melhoria (HVM) aplicada no algoritmo de
subgradientes para o PCP

Nas tableas as colunas representam:

e Instancia - Nome dado a instancia;

e L e W - Comprimento e largura do palete, respectivamente;

e |le w- Comprimento e largura das caixas, respectivamente;

e Solucao Otima - Solugao 6tima do problema;

e Melhor solucao conhecida - Melhor solucao conhecida relatada na literatura;
e Limite Inferior - Melhor limitante inferior ou solucao primal encontrada;

e Limite Superior - Melhor limitante superior encontrado com a LagClus;

e GAP LB (%) - Gap percentual encontrado para o limitante inferior em

relacdo a solucao 6tima ou melhor solugao conhecida, calculado como

(SolucaoOtima(melhor)—Limiteln ferior) + 100:
SolucaoOtima(melhor) ’

e GAP UB (%) - Gap percentual encontrado para o limitante superior

em relagao a solugao 6tima ou melhor solucao conhecida, calculado como

(LimiteSuperior—SolucaoOtima(melhor)) * 100:
SolucaoOtima(melhor) )

e Tempo - Tempo em segundos usado pela LagClus;
e Iteracoes - Numero de iteracoes usadas pela LagClus.
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A Tabela 6.1 apresenta os resultados obtidos para as instancias propostas por Letchford
e Amaral (2001) consideradas dificeis para a relaxagao lagrangeana. Sao instancias que
apresentam solugoes otimas com até 50 caixas. Pela tabela, percebe-se que realmente
essas instancias sao dificeis, mas a LagClus foi capaz de fechar o Gap (Limitante superior
- Limitante inferior < 1) para a instancia “L7”, e nas demais, as solugoes Gtimas foram
obtidas e o limitante dual ficou muito préximo do 6timo, nao fechando o Gap por uma

caixa. O numero de clusters utilizados foi igual a 2 para todas as instancias.

TABELA 6.1 — Resultados obtidos com a LagClus para o PCP usando as instancias de
Letchford e Amaral (2001).

LagClus
Instancia L A% 1 w  Solugao Limite Limite GAP GAP Tempo Iteragoes
S6tima inferior superior LB(%) UB(%) (s)
L1 32 22 5 4 34 34 35,0021 0,00 2,95 50 160
L2 32 27 5 4 42 42 43,0059 0,00 2,39 92 150
L3 40 26 7 4 36 36 37,0016 0,00 2,78 137 160
L4 40 33 7 4 46 46 47,0027 0,00 2,18 357 159
L5 53 26 7 4 48 48 49,0126 0,00 2,11 406 147
L6 37 30 8 3 45 45 46,0402 0,00 2,32 283 159
L7 81 39 9 7 49 49 49,9554 0,00 1,95 575 90
L8 100 64 17 10 36 36 37,0021 0,00 2,78 83 147
L9 100 82 22 8 45 45 46,0137 0,00 2,25 476 150
L10 100 83 22 8 45 45 46,0137 0,00 2,25 474 150

As dez instancias mostradas na Tabela 6.2 foram obtidas da COVER II proposta por
Alvarez-Valdes et al. (2004), e correspondem a problemas em que a solugdo 6tima esta
entre 50 e 100 caixas. Todas essas instancias foram obtidas de forma aleatoria dentro da
COVER II. Como pode ser visto, o limitante dual se aproximou bem da solugao 6tima,
e o limitante primal forneceu resultados bons dado a dificuldade do PCP. O niimero de

clusters utilizado foi igual a 5.

TABELA 6.2 — Resultados obtidos com a LagClus para o PCP usando 10 instancias da
COVER II (Alvarez-Valdes et al., 2004).

LagClus
Instancia L W 1 w  Solugao Limite Limite GAP GAP Tempo Iteragoes
6tima inferior superior LB(%) UB(%) (s)
L11 57 53 7 5 85 80 86,3259 5,88 1,56 302 144
L12 84 75 11 6 94 92 95,5313 2,12 1,62 1180 151
L13 151 131 19 11 94 90 94,3784 4,25 0,40 3601 169
L14 61 38 6 5 7 75 77,2133 2,60 0,28 168 165
L15 100 53 9 7 83 80 84,0749 3,75 1,29 389 169
L16 120 80 14 11 61 58 61,9060 4,92 1,49 57 163
L17 51 38 11 3 57 56 58,1986 1,75 2,10 125 168
L18 120 83 17 6 97 94 97,6525 3,09 0,67 1733 165
L19 131 8 16 7 100 96 100,4329 4,00 0,43 2375 144
L20 98 93 17 7 75 73 75,9503 2,67 1,27 591 155

Diante dos resultados mostrados, vale ressaltar os trabalhos de Farago e Morabito (2000)

e Morabito e Farago (2002). Em ambos, os autores trabalham com o PCP e utilizam
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uma relaxacao lagrangeana com otimizagao do subgradiente para obter bons limitantes
superiores. Os autores relaxam todo o conjunto de restrigao definido pela Equagao 6.16 e
adicionam uma unica restricao que indica que a soma de todas as variaveis do problema
deve ser menor ou igual a [ (L * W) /(I *w)] (onde |z]| é o maior inteiro menor ou igual
a z). Nesse caso, a equagao |(L+ W) /(I *w)| é um limitante de drea, pois a soma de

todas as areas das caixas empacotadas deve ser menor ou igual a area do palete.

Os autores utilizaram dados da COVER I e dados reais obtidos junto as transportadoras
brasileiras. Os limitantes obtidos foram bons, no entanto, nao foi possivel fazer
comparagoes pois os problemas utilizados foram diferentes dos apresentados nesta

proposta.

Seguindo a mesma linha de Farago e Morabito (2000) e Morabito e Farago (2002),
Oliveira (2005) trabalhou com o mesmo tipo de relaxagao lagrangeana e com a mesma
restricao de area, além de um Branch-and-Bound. Ela utilizou em seu trabalho, entre
outras instancias, as de Letchford e Amaral (2001) mostradas na Tabela 6.1. Apenas
com a relaxagao lagrangeana, em nenhuma dessas instancias Oliveira (2005) conseguiu
encontrar um limite superior que pudesse comprovar uma solucao 6tima, diferentemente
da LagClus. Esse fato comprova mais uma vez que a LagClus é uma relaxacao “forte”,
podendo ser muito 1til em problemas que podem ser modelados através de grafo de
conflitos. Por outro lado, os limitantes obtidos por Oliveira (2005) ndo puderam ser
comparados aos obtidos pela LagClus, pois a autora implementa um algoritmo de
otimizacao do subgradiente que na atualizacao do passo, considera a parte inteira do

melhor limitante superior.

TABELA 6.3 — Resultados obtidos com a LagClus para o PCP usando 10 instancias da
COVER III (Alvarez-Valdes et al., 2004).

LagClus
Instancia L W 1 w Melhor Limite Limite GAP GAP Tempo Iteragoes
solucao inferior superior LB(%) UB(%) (s)
conhecida
L21 99 88 12 5 144 136 145,6033 5,56 1,11 1136 144
L22 9 75 13 5 113 110 114,3892 2,65 1,23 328 144
L23 97 95 9 7 145 140 146,6249 3,45 1,12 685 144
L24 98 98 10 7 136 135 137,5787 0,74 1,16 536 144
L25 98 88 10 7 122 116 123,5109 4,92 1,24 297 144
L26 97 96 11 6 140 136 141,6190 2,86 1,16 873 144
L27 96 87 8 7 148 144 149,5781 2,70 1,07 513 144
L28 99 70 15 4 114 110 115,8749 3,51 1,64 334 144
L29 91 70 12 5 105 103 106,3093 1,90 1,25 199 144
L30 93 8 11 6 117 112 118,6137 4,27 1,38 406 144

A Tabela 6.3 apresenta os resultados obtidos com a LagClus para 10 instancias da

COVER III. Nesse caso, as solugoes otimas estao entre 100 e 150 caixas, e o nimero
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de clusters utilizado foi igual a 15 para todas as instancias.

Essas instancias foram obtidas de forma semelhante ao que foi feito nas instancias da
Tabela 6.2, porém, elas foram selecionadas aleatoriamente a partir do conjunto das

instancias que nao apresentam solucao 6tima conhecida.
6.5 Resultados obtidos com a geracao de colunas

Mais uma vez a LagClus apresentou resultados interessantes, fornecendo limitantes
superiores muito préximos da melhor solucao, entretanto, nao foi garantida a

optimalidade de nenhuma solugao conhecida.

A decomposicao apresentada na Secao 6.1 foi aplicada no PCP para as instancias
“L17-“L10” com 2 clusters. Os resultados estao na Tabela 6.4. O processo de geracao

de colunas foi feito até que nenhuma coluna de custo reduzido positivo fosse inserida no
PMR.

As colunas presentes na Tabela 6.4 referem-se a:

e Instancia - Instancia considerada;

e Numero inicial de colunas - Ntimero inicial de colunas obtidas com a heuristica
RSF;

e Resultado inicial (PMR) - Valor da funcao objetivo para o PMR, considerando

somente o conjunto inicial de colunas;

e Numero de final de colunas - Numero final de colunas obtido quando o

processo de geragao foi encerrado;

e Resultado final (PMR) - Valor da fungao objetivo para o PMR com o nimero

final de colunas;

e Tempol(s) - Tempo em segundos utilizado pelo processo de geragao de

colunas;

e Solucao - Representa o valor da funcao objetivo para o PMR final convertido

em um problema inteiro;

e Tempo2(s) - Tempo em segundos para resolver o PMR final convertido em

um problema inteiro.
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Para gerar o conjunto inicial de colunas, foi utilizada uma adaptacao da heuristica RSF
(Recursive-Smallest-First), proposta por Yamamoto (2003), que foi baseada na heuristica
RLF (Recursive-Largest-First) (ver Klotz (2002)), proposta para o problema de coloragao

de grafos.

Dado uma lista de vértices ativos, a heuristica RSF inicia escolhendo um vértice = de
grau minimo, em seguida, ela torna o vértice escolhido e seus vértices adjacentes inativos.
A partir da lista de vértices ativos, é calculado novamente o grau de cada vértice, e em
seguida um novo vértice de grau minimo ¢é selecionado, e o ciclo é entao repetido. O
algoritmo termina quando nao houver mais vértices ativos. Os vértices escolhidos formam

um conjunto independente de vértices.

A RSF foi usada da seguinte maneira para gerar o conjunto inicial de colunas do PCP.
Ao invés de escolher o vértice de grau minimo, escolhe-se aleatoriamente um vértice x.
Em seguida, o vértice escolhido e seus vértices adjacentes sao colocados inativos, e dai
por diante, o processo é idéntico ao original. Quando a heuristica termina, os vértices
selecionados formam uma solucao para o PCP. Todo esse processo € repetido até que se
obtenha o numero desejado de solugoes. Sendo N D esse niimero, o numero de colunas

adicionadas no PMR ¢é igual a ND % P, pois cada cluster gera uma coluna.

TABELA 6.4 — Resultados obtidos com a geracao de colunas.

Geragao de colunas Resolvendo o PMR final
de forma inteira (PLI)
Instadncia | Numero Resultado Numero Resultado Tempol(s) | Solugao Tempo2(s)
inicial de inicial final de final
colunas (PMR) colunas (PMR)
L1 500 34,00 626 35,00 17 34 0,00
L2 500 41,00 674 43,00 45 42 0,20
L3 500 35,16 697 37,00 62 36 0,00
L4 500 45,00 680 47,00 183 46 2,00
L5 500 47,20 691 49,00 286 48 1,00
L6 500 44,00 829 46,00 194 45 0,00
L7 500 49,00 815 49,85 2166 49 1,00
L8 500 36,00 645 37,00 27 36 0,00
L9 500 44,00 813 46,00 331 45 4,01
L10 500 44,00 813 46,00 326 45 5,10

Pela Tabela 6.4 verifica-se que todas as solucgoes inteiras obtidas apds o processo de
geragao de colunas, foram iguais as solugoes étimas desses problemas, em um tempo

computacional baixo, menor que 5,10 segundos.

A decomposigao Dantzig-Wolfe mostrada utiliza como geradores de colunas, os clusters

formados a partir do particionamento. Assim, a LagClus pode ser obtida de forma
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indireta, através desses subproblemas, considerando as informagoes duais do PMR.
6.6 Consideragoes finais

Este capitulo apresentou a decomposicao Dantzig-Wolfe para o problema de maximo
conjunto independente de vértices, usando a divisao em clusters. Na sequéncia, foi
apresentado o problema do carregamento de paletes que foi resolvido pela LagClus, e

pelo método de geragao de colunas.

A LagClus foi capaz de resolver uma instancia considerada dificil para uma relaxacao
lagrangeana, e seus Gaps foram pequenos, mostrando ser uma relaxacao “forte”. Por
outro lado, a geracao de colunas também apresentou resultados interessantes, no entanto,
o tempo para gerar todas as colunas foi, em alguns casos, alto como por exemplo para
a instanca “L7”. Isso demonstra a necessidade de um estudo mais detalhado sobre o
processo de geracao de colunas, permitindo eliminar colunas improdutivas e com isso,

reduzir este tempo.

No entanto, pode-se dizer que a primeira parte do algoritmo B&P proposto esta
fornecendo bons resultados. E de se esperar que os resultados obtidos com o B&P sejam

comparaveis com os melhores resultados encontrados na literatura para o PCP.
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CAPITULO 7
ATIVIDADES PREVISTAS, CRONOGRAMA E CONCLUSOES

Neste capitulo sao apresentados as préximas atividades para o Branch-and-Price e
para a LagClus, considerando os problemas da rotulacao cartografica de pontos, do

carregamento de paletes e da programagao diaria de fotos de satélite.
7.1 LagClus

A LagClus apresentou bons resultados para o PRCP e para o PCP mostrados nesta
proposta. Pretende-se assim, aplicd-la na formulacao reduzida obtida para o problema da
programacao de fotos de satélite. Sera feito um estudo para tentar nao relaxar as cliques
presentes na formulacao relaxada, assim como foi feito para o modelagem baseada em
pontos do PRCP.

Também serd feito um estudo mais detalhado sobre a fase do particiomento de grafos,
pois, como ja foi dito, dependendo no niimero de arestas entre clusters, a relaxacao obtida

pode ser mais ou menos “forte”.

Outro ponto importante relacionado ao particionamento do grafo, diz respeito ao niimero
otimo de clusters. Nao foi verificado ainda alguma relacao entre este nimero e as
propriedades do grafo como ntimero de vértices, arestas e densidade. Pretende-se fazer
um levantamento para verificar se existe algum estudo e se é possivel estimar esse niimero

6timo de clusters.
7.2 Branch-and-Price

O Branch-and-Price mostrado encontra-se em sua fase inicial de desenvolvimento, a de
geracgao de colunas. Para tornéd-lo mais eficiente, pretende-se estudar algumas técnicas de
eliminagao de colunas improdutivas e obter, ao final do processo de geracao de colunas,
um PMR menor porém de melhor qualidade. Esté em fase de estudo a remocao de colunas
usando como critério a média dos custos reduzidos. Porém, como cada cluster produz
uma coluna com seu respectivo custo reduzido, o que esta sendo estudado é a remocao
de colunas feita em cada cluster, considerando a sua respectiva média. Isso é particular
desta decomposicao, pois normalmente utiliza-se a eliminacao de colunas considerando

a média total dos custos reduzidos.

Além disso, questoes associadas ao término do processo de geracao de colunas serao

estudados, inclusive a andlise do uso do limitante dual fornecido pela LagClus para
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realizar tal tarefa. Para o PCP existem limitantes tedricos que podem ser obtidos
facilmente tais como o limitante de area, e que também podem ser utilizados para parar

o processo de geragao de colunas.

Na segunda fase do método, pretende-se estudar as estratégias existentes de separacao
e descida na arvore de busca, objetivando realizar a maior parte das podas na parte
superior da arvore. Também serao estudadas as técnicas existentes para a geracao de
colunas em cada né da arvore. Espera-se obter um método eficiente capaz de resolver

problemas de larga escala relacionados ao PRCP, PCP e ao PPDF.
7.3 Aplicacgoes: atividades especificas

e Problema da Rotulacao Cartografica de Pontos. Para utilizar o
Branch-and-Price em desenvolvimento neste problema, serd necessario
antes estudar como serd o seu PMR devido as restricoes de adjacéencias
presentes explicitamente na formulacao. Em seguida, serao utilizadas as

instancias de Yamamoto e Lorena (2005) para avaliar o método;

e Problema do Carregamento de Paletes. Aplicar a LagClus em todas as
instancias da COVER I, II e III propostas por Alvarez-Valdes et al. (2004),
e estudar uma heuristica de verificacao e melhoria que seja melhor do que
a que foi desenvolvida inicialmente. Em seguida, aplicar o Branch-and-Price
proposto nesse problema sobre as mesmas instancias usadas na LagClus. Isso

permitird uma analise comparativa dos resultados;

e Programacao de Fotos de Satélite. Este problema apresenta caracteristicas de
um PMCIV mas no entanto, nao pode ser classificado como tal. Entretanto,
a LagClus serd aplicada seguindo a linha da aplicacao feita na modelagem
baseada em pontos para o PRCP, considerando a formulacao reduzida
apresentada neste trabalho. Espera-se obter resultados tao bons quanto os
obtidos por Vasquez ¢ Hao (2003).

7.4 Cronograma

O cronograma de atividades mostrado abaixo envolve atividades especificas, relativas as

aplicagoes, e gerais como revisao bibliografica e redacao do texto.

A Tabela 7.1 apresenta o cronograma para os periodos letivos 2 e 3 de 2005. Na Tabela
7.2, é apresentado o cronograma dos periodos letivos 1, 2 e 3 de 2006 e por tltimo, na
Tabela 7.3, é apresentado o cronograma para o primeiro periodo de 2007, etapa final que

constitul a defesa da tese.
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Basicamente, o restante de 2005 serd dedicado ao estudo do Branch-and-Price, e em 2006,

iniciando 2007, serao feitas as aplicacoes tanto da LagClus quanto do Branch-and-Price

nos problemas apresentados nesta proposta de tese.

TABELA 7.1 — Cronograma para o segundo e terceiro periodo letivo de 2005.

2005
[ JUL AGO SET OUT NOV DEZ
Analise de parada (B&P) X X X
Eliminagdo de colunas (B&P) X X X X
Estratégia de descida (B&P) X X X
Estratégia de podas (B&P) X X X
Geragdo de colunas nos nés (B&P) X X
Revisao bibliografica X X X X X
Redagao do texto X X X
Submeter artigos para publicagdo/congresso X X
TABELA 7.2 — Cronograma para o ano letivo de 2006.
2006
[ JAN FEV MAR ABR MAI JUN JUL AGO SET OUT NOV DEZ
PCP
Testes (LagClus / B&P) | X X X
Avaliagao X X X X
PRCP
Abordagem (B&P) X X X X X
Testes (B&P) X X X
Avaliagao X X X X
PPDF
Abordagem (LagClus) X X X
Testes (LagClus) X X X
Avaliagao X X X
Revisao bibliografica X X X X X X X
Redagao do texto X X X X X X X X X X
Submeter artigos para
publicacdo/congresso X X X X

TABELA 7.3 — Cronograma para o primeiro periodo letivo de 2007.

2007
[ JAN FEV MAR ABR MAI JUN
Redacao do texto X X X
Texto final X
Submeter artigos para publica¢do/congresso X X
Entrega para banca X
Defesa X
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7.5 Conclusoes

Esta proposta apresentou os primeiros resultados obtidos com a relaxagao lagrangeana
com clusters e com a geragao de colunas. Inicialmente, fundamentos tedricos sobre a
relaxagao lagrangeana e particionamento de grafos foram mostrados, pois estes formam

a base da LagClus.

A LagClus permite explorar, principalmente, problemas que podem ser representados e
formulados através de grafos de conflitos. A idéia de particionar o problema, fornece uma
relaxacao mais forte, dado que os subproblemas gerados tém caracteristicas semelhantes
ao problema original. Outra questao importante embutida nessa relaxacao, é a idéia de

obter subproblemas separaveis facilmente resolvidos.

A LagClus foi testada nos problemas de rotulagao cartografica e carregamento de paletes.
Os resultados obtidos foram satisfatorios, mostrando ser esta uma relaxagao interessante

para esses problemas.

O problema da programacao diaria de fotos também foi estudado, e uma formulacao
reduzida foi apresentada. Este problema possui caracteristicas de um problema de
maximo conjunto independente de vértices, mas nao pode ser definido como tal.
Assim, com a aplicacdo da LagClus neste problema, podera ser possivel avaliar seu
comportamento em problemas nao totalmente definidos como pertencentes a classe de

maximo conjunto independente.

Por 1ltimo, foi apresentada a decomposicao Dantzig-Wolfe para o problema do
carregamento de paletes, usando a divisao em clusters. Os resultados encontrados
justificam esta proposta de tese de desenvolver um Branch-and-Price para esse e para o

problema da rotulacao.

Esta proposta ja apresenta algumas constribuicoes. No problema da rotulacao
cartografica de pontos, a abordagem de minimizacao do nimero de conflitos, as duas
formulagoes, e todas as relaxacoes, inclusive a LagClus, ainda nao tinham sido exploradas
na literatura. No problema do carregamento de paletes, tanto a aplicacao da LagClus,
quanto a geracao de colunas usando a decomposicao Dantzig-Wolfe mostrada, também
nao tinham sido exploradas, assim como a formulacao reduzida obtida para o problema

da programacao diaria de fotos de satélite.

Com isso, espera-se obter outros resultados interessantes com os estudos e andlises

apresentadas nas secoes anteriores deste capitulo.
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