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1 - Introducéao

A relaxagcdo lagrangeana/surrogate (lagsur) foi proposta como uma aternativa a
relaxagdo lagrangeana, substituindo-a com vantagens em diversos problemas de
otimizagdo combinatéria. As relaxagdes lagrangeana [7] e surrogate [6,10] sdo combinadas
com objetivo de conseguir melhores tempos computacionais na aplicacdo de heuristicas
baseadas em relaxagdes que usem métodos subgradientes [11,13].

Na formacdo de uma relaxagcdo lagsur, para um dado problema de otimizagéo
combinatéria, inicialmente é derivada uma relaxagdo surrogate de um conjunto adequado
de restricbes. Uma relaxacdo lagrangeana da restricdo surrogate € entdo obtida. Vale a
pena mencionar que neste caso o multiplicador lagrangeano € unidimensional.

A relaxacéo lagsur foi inspirada nos trabalhos de Lorena e Lopes [12] e Lorena e
Narciso [13], observando-se os resultados da aplicagdo das relaxagdes surrogate continua e
lagrangeana para o problema de cobertura de conjuntos (PCC)e o problema generalizado
de atribuicdo (PGA), respectivamente. Foi constatado que na aplicagdo de um método de
otimizagdo por subgradientes, usando o mesmo multiplicador inicial, sobre os mesmos
dados, arelaxacdo surrogate continua proporcionava uma sequéncia de limites mais estavel
que a correspondente da relaxagdo lagrangeana, convergindo mais rapidamente. Além



disso, os limites obtidos com a aplicacéo da relaxag@o surrogate continua eram t&o bons
guanto os obtidos com a relaxagcdo lagrangeana.

Conforme pode ser constatado nos resultados relativos as instancias PGA [15], a
relaxacdo lagsur € apropriada para problemas com um grande nimero de variaveis. Quanto
maior for o nimero de varidveis do problema, melhor sera 0 desempenho da relaxagéo
lagsur em relagc@o a relaxacdo lagrangeana no que se refere atempo de execugéo.

A relaxacdo lagsur € usualmente resolvida usando-se uma heuristica de subgradientes [15].
Em uma dada iteragdo, para um dado multiplicador multi-dimensional surrogate, faz-se
uma busca para o encontrar o multiplicador lagrangeano unidimensional.

Este processo de busca se coloca como um desafio a0 uso eficiente de uma relaxagdo
lagsur. A relaxagéo lagrangeana usua considera t fixado no valor 1 (um) em todas as
iteracbes do método de otimizacdo por subgradientes. Um processo demorado de busca
pelo melhor t, pode refletir no tempo geral a ser gasto na solugéo do dual, e favorecer ao
uso da relaxacdo lagrangeana.

Uma implementacdo do lagsur, mostrada nos trabalho de Narciso e Lorena [15], conseguiu
bater em tempos computacionais a correspondente implementacdo lagrangeana para um
conjunto de instancias do PGA. Nestas o valor de t é calculado com uma busca abreviada,
nas primeiras iteragdes do método subgradientes, e posteriormente € fixado no ultimo valor
obtido nas demais iteracdes do método. Propde-se neste trabalho um novo algoritmo para
calcular o melhor t de maneira exata, quando aplicado ao PGA, considerando a relaxacéo
das restricbes de capacidades. Em testes computacionais verificou-se que este novo
algoritmo proporcionou a uma implementacéo da relaxagdo lagsur ainda melhor que a do
trabalho de Narciso e Lorena [15].

2. O Problema Generalizado de Atribuicao

O problema de se maximizar o lucro (beneficio, rendimento, etc.) ao se atribuir n
tarefasa m agentes, n > m, tal que cada tarefa sgja atribuida a apenas um Unico agente,
levando-se em conta as restri¢des de capacidade de cada agente, é conhecido na literatura
como problema generalizado de atribuicéo (PGA). Muitos problemas da vida real podem
ser modelados como um PGA. Podemos citar como exemplos, problemas de investimento
de capitais [4], docacdo de espaco de memoaria [3], projeto de redes de comunicagdo com
restricbes de capacidades para cada né da rede [4], atribuicdo de tarefas de
desenvolvimento de software a programadores [1], atribuicdo de tarefas a computadores em
uma rede [ 3], subproblemas de roteamento de veiculos [8] , e outros. Este problema € NP-



hard [3, 9, 16] e poucas heuristicas existem na literatura para a resolugdo deste problema
de forma a encontrar boas solugtes viaveis.

O PGA é formulado matematicamente como:

V(PGA) = Max g anx

i-1 j=1
(PGA)

sujeito a én wix, £b, i1 M={1,...m} (4.1)
j=1
ax =1 il N={1,..n (4.2)
i=1
x;1 {0,13,i1 M,jT N (4.3)

As restricdes (4.1) impdem que os pesos dos itens escolhidos ndo devem exceder a
capacidade de cada mochila e as restricdes (4.2) impdem gque cada item deve ser atribuido a
somente uma mochila.

Vamos considerar a relaxagdo das restrigoes (4.1) conforme o modo lagsur. Seja |
um vetor de multiplicadores surrogatel ;2 0,11 M e um multiplicador lagsur t , real e ndo
nulo. Matematicamente, esta relaxagdo € escrita como:

v Per =Max 3 & [(p,- 11w )x ]+t & 1p
i=1

(LtS PGA) o
sujeito a (4.2)e (4.3

O dual local lagsur, em relagdo ao multiplicador t , € dado por

(DLtS CPGA) = Min v(Lt§ PGA)

A figura 1 mostra um comportamento tipico da fungéo v(L+§ PGA ), paraum dado | fixo
(linear por partes).
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Figura 1- Comportamento da fungdo v(Lt§ PGA) versust

3 — Nova proposta de busca para o multiplicador lagsur

Como a funcdo lagsur é linear por partes [15], no ponto de minimo, teremos dois
segmentos de reta se encontrando, € o valor de t serd 0 mesmo para 0s dois segmentos
(vejafigura 1). Entretanto, o valor de x sera diferente, bem como os gradientes, para cada
um dos segmentos de reta. O gradiente a esquerda de t sera negativo e a direita, positivo.
No ponto de encontro, sgja x, tal que o gradiente de v(L{§ PGA) € negativo e X, , tal que o

gradiente sgja positivo. Desta forma, tem-se 0 seguinte:

ém én [(pij - tl iWij )'Xlij]+t'ém I ib| = ém én [(pij - tl iWij )-X2i1]+t'ém I ib|
i=1

j=1 i=1 i=1 j=1

Ly
Ly

Isolando-se t naequagdo, tem-se 0 seguinte resultado:

é [pij (Xzij - Xlij )]/é é [I iWij (Xzij - X]_ij) )

j=1 i=1 j=1

Qos

t =

1
=

Desta forma, para se obter o valor exato det , € necessario descobrir osvaloresde x, e X, .
Paraisto, sabendo-se que o gradiente de v(L{§ PGA) , emrelagdo at , € dado por

gt.x) = é I (b - é \Nijxij)
j=1

i=1



para X, teriamos g(t, x,) <0 epara X,, 9(t, X,) > 0. Para se obter o ponto de minimo da
curva. A idéia basica é a seguinte:

retirar as variaveis dominadas em cada coluna. Estas varidveis ndo fazem parte da
solucdo, qualquer que sgja o valor de t. Para mais detalhes, ver [5] e [14];

dentre as varidveis ndo dominadas, escolher em cada coluna um item e assim formar
uma solucgdo inicial. Em seguida, verificar se g(t,x) € maior ou menor que zero. Se for
maior que zero, modificar a escolha dos itens das variaveis ndo dominadas até que se
obtenha o gradiente menor que zero. Feito isto, tem-se os valores de x; (solucéo na qual
o(t, x,) <0) e X, (solucdo na qual g(t,x,) >0). Os valores de x, e X, iréo diferir em
apenas uma posi¢ao (coluna). O mesmo raciocinio vale para o caso do primeiro valor de
solucéo na qual g(t,x) € menor que zero.

Para se obter as varidveis ndo dominadas, procede-se da seguinte maneira:

1) Sejami, k, j, s, inteiros. Se wjj £ wkj € pjj £ Pkj entso Xkj = 0

2) Sewijj £wkj £ wg epjj £ pkj £ Pgj entdio Xkj = 0

Pelo menos metade das variaveis sd0 eliminadas, facilitando a resolucéo do problema.

No processo de busca do melhor t , procede-se como descrito acima e obtém-se os valores
de x, e x,, e com estes valores, obtém-se 0 melhor multiplicador lagsur. O algoritmo para
abuscado melhor t seria:

1- Retirar as variaveis dominadas em cada coluna;
2- Das variaveis que sobraram, obter uma solucéo inicial para v(t,x)
3- Repita enquanto ndo fim

4- S g(t,x) < 0 entédo
Substituir os maiores valores de w; j relativos a solugéo encontrada por valores
menores de tal que o valor de pj j seja 0 menor possivel
Se, apdés uma dada substituicdo, g(t,x) > 0, entdo fim
Fim Se

5- S g(t,x) > 0 entéo
Substituir os menores valores dew i relativos a solugéo encontrada por
valores maiores de tal que o valor de pj j seja 0 menor possivel

Se, apds a substituicdo, g(t,x) > 0, entdo fim

Fim Se
Fim do Repita
6- t= éé[pij(xzij_xlij)]/éé[l ivvij(xzij-xlij)1
i=1 j=1 i=1 j=1
7- Fim

Nesta nova forma de busca exata, em geral, tem-se um menor tempo do que quando o
multiplicador lagsur € calculado de forma aproximada, considerando o PGA onde foram
relaxadas as restri¢cdes de capacidades.



4 -Resultados

Para verificar o comportamento das relaxagOes lagsur exata e lagsur aproximada [como foi
descrito em [15]) com o PGA, foram usadas instancias obtidas da OR-Library [2]. Os
resultados obtidos estdo dispostos em tabelas (tabelas 1 e 2 a seguir). Cada tabela contém
instancias consideradas larga escala. Foram utilizados 24 tipos de problemas com
dimensdes diferentes. Estes problemas sdo conhecidos como problemas de classes A, B, C,
e D. Asdimensdes de cada um destes problemas sdo: (5 x 100), (5 x 200), (10 x 100), (10
x 200), (20 x 100) e (20 x 200). Estes testes foram executados em uma méquina SUN
SPARC 5, com compilador C. A notagdo em cada coluna € a seguinte:

tempo :=tempo final, em segundos, obtido pela heuristica;

iter.  := numero de vezes que a relaxacao lagrangeanallagsur foi resolvida;

gapl :=((solucdo 6tima) — melhor solugdo viavel obtoda) / (solucéo 6tima) ;

gap2 (melhor valor darelaxacdo lagsur - (solucéo 6tima)) / (solucdo 6tima) ;

gap2% = 5%,...,0.5% := tempo computacional gasto para o gap2, em porcentagem,
ser 5%, 4%, 3%, 2%, 1% e 0.5%.

prob t gapl | gap2 | n.iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (109

A5x100 | 0.310 | 0.291 | 0.000 | 53 0.160 | 0.160 | 0.160 [ 0.160 | 0.160 | 0.160

A5x200 | 0.810 | 0.229 [ 0.000 | 47 0.580 | 0.580 | 0.580 [ 0.580 | 0.580 | 0.580

A10x100 [ 0.570 | 2.311 | 1.489 | 59 0.270 | 0.270 | 0.270 [ 0.270 | 0.270 | 0.270

A10x200 [ 1.300 | 0.426 | 0.000 | 50 0.980 | 0.980 | 0.980 [ 0.980 [ 0.980 | 0.980

A20x100 [ 1.040 | 0.919 | 0.000 | 54 0.490 | 0.490 | 0.490 [ 0.490 [ 0.500 | 0.530

A20x200 [ 3.350 | 0.999 [ 0.00 | 66 2.050 | 2.050 | 2.050 [ 2.050 [ 2.050 | 2.050

B5x100 | 1.100 | 123.7 | 108.5 | 222 0.140 | 0.140 | 0.140 | 0.150 -- --

B5x200 | 2.390 | 3.641 | 2.117 | 176 0.580 | 0.580 | 0.580 | 0.580 | 0.580 | 0.580

B10x100 | 1.700 | 7.264 | 5.828 | 229 0.280 | 0.280 | 0.280 | 0.280 | 0.280 | 0.330

B10x200 | 5650 | 3.523 | 2.701 | 306 1.080 | 1.080 | 1.080 | 1.080 | 1.080 | 1.080

B20x100 | 1.210 | 12.82 | 9.134 | 61 0.540 | 0.540 | 0.540 [ 0.540 [ 0.580 | 0.870

B20x200 | 7.730 | 4.762 | 2.585 | 225 2160 | 2160 | 2160 [ 2.160 | 2.160 | 2.160

C5x100 | 0.930 | 2.851 | 1.134 | 183 0.140 | 0.140 | 0.140 [ 0.140 | 0.140 | 0.150

C5x200 | 2,400 | 8.638 | 7.068 | 173 0.570 | 0.570 | 0.570 [ 0.570 | 0.570 | 0.570

C10x100 | 2,910 | 7.485 | 1.327 | 326 0.280 | 0.280 | 0.280 [ 0.280 | 0.290 ---

C10x200 | 4.300 | 3.863 | 1.622 | 221 1.070 | 1.070 | 1.070 | 1.070 | 1.070 [ 1.070

C20x100 | 1.720 | 17.05 | 11.29 | 65 0.540 | 0.540 | 0.540 [ 0.540 | 0.580 ---

C20x200 | 9.730 | 5.323 | 2.185 | 250 2150 | 2150 | 2150 [ 2.150 [ 2.150 | 2.210

D5x100 | 0.350 | 1.083 | 0.000 | 77 0.140 | 0.140 | 0.140 [ 0.140 | 0.140 | 0.140

D5x200 | 1.370 | 1.211 | 0.000 | 139 0.550 | 0.550 | 0.550 [ 0.550 [ 0.550 | 0.550

D10x100 | 0.790 | 1.548 | 0.000 | 108 0.270 | 0.270 | 0.270 [ 0.270 [ 0.270 | 0.270

D10x200 | 2.620 | 1.631 | 0.000 | 139 1.080 | 1.080 | 1.080 | 1.080 | 1.080 [ 1.080

D20x100 | 1.850 | 1.862 | 0.000 | 139 0.550 | 0.550 | 0.550 [ 0.550 [ 0.550 | 0.550

D20x200 | 5340 | 1.855 | 0.000 | 170 2170 | 2170 | 2170 [ 2.170 | 2.170 | 2.170

Tabela 1 - Lagsur aproximado para problemas das classes A, B, CeD.

Vale a pena mencionar que na relaxacéo lagsur aproximada, o valor de t é calculado por
uma busca unidimensional aproximada, e apds a busca, quando o valor encontrado for



repetido em 5 iteragbes seguidas, fixa-se o valor det para as demais iteragOes [15]. Para o
lagsur exato, usamos 0 mesmo procedimento de fixagao.

5 - Comentérios sobre os resultados obtidos para o PGA

Os testes refletem de uma forma mais intensa 0 ganho em tempo computacional da
relaxagcdo lagsur com o valor de melhor t exato em comparacéo aos tempos da relaxagdo
lagsur aproximada. Isto ocorre devido ao fato de se obter um vaor de t de melhor
gualidade, o qual faz mais rapidamente a aproximagdo dos valores duais aos da solucéo
6tima, do que o pontos obtidos pelo dual lagsur aproximado.

A busca feita neste novo método é mais rapida devido ao nimero de loops ser menor que o
da busca aproximada do multiplicador lagsur e também pelo fato do nimero de instrugcdes
aritméticas neste novo método ser menor. Em suma, o novo método, além de fornecer um
valor exato para o multiplicador t , € menos complexo. Entretanto, ndo é possivel fazer a
busca em todas as iteragbes do dua, pois mesmo sendo mais rapido que ao busca
aproximada, cada busca leva mais tempo de ser redlizada do que a resolugdo do
lagrangeano tradicional, pois este se resume a um unico loop, onde é escolhido o maior
valor do lucro/custo em cada coluna.

prob t gapl | gap2 | n.iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% [ (109

A5x100 [ 0.190 | 0.291 | 0.000 0.830 | 0.830 | 0.830 | 0.830 | 0.830 | 0.830

ASx200 | 0.690 | 0.106 | 0.000 0.370 | 0.370 | 0.370 [ 0.370 [ 0.370 | 0.460

Al0x100 | 0.480 | 2.311 | 1.489 0.220 | 0.220 | 0.220 [ 0.220 | 0.220 | 0.220

Al10x200 | 1.490 | 0.426 | 0.160 0.980 | 0.980 | 0.980 [ 0.980 [ 0.980 | 0.980

A20x100 | 0.950 | 0.919 | 0.000 0.370 | 0.370 | 0.370 [ 0.370 | 0.430 | 0.490

34
34
40
44
54
66

A20x200 | 3.400 | 0.990 | 0.000 1870 | 1.870 | 1.870 | 1.870 | 1.870 [ 1.960

B5x100 | 0.860 | 2.921 | 0.000 | 191 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.120

B5x200 | 2.100 | 2.697 | 1.176 | 150 0.480 | 0.480 | 0.480 [ 0.480 | 0.480 | 0.480

B10x100 | 1.600 | 6.418 | 1.489 | 207 0.220 | 0.220 | 0.220 [ 0.220 | 0.220 | 0.220

B10x200 | 5140 | 3.640 | 2.809 | 277 0.990 | 0.990 | 0.990 [ 0.990 [ 0.990 | 0.990

B20x100 | 0.730 | 12.64 | 8.927 | 37 0.390 | 0.390 | 0.390 [ 0.390 [ 0.390 | 0.430

B20x200 | 7.100 | 4.859 | 2.689 | 207 1.850 | 1.850 | 1.850 | 1.850 | 1.850 [ 1.850

C5x100 | 0.810 | 2.846 | 1.587 | 162 0.105 | 0.105 | 0.105 [ 0.105 | 0.105 | 0.105

C5x200 | 2,100 | 3.421 | 2.272 | 141 0.430 | 0.430 | 0.430 [ 0.430 [ 0.430 | 0.430

C10x100 | 2,270 | 7.503 | 2.871 | 270 0.240 | 0.240 | 0.240 [ 0.240 | 0.240 | 0.540

C10x200 | 3.900 | 3.978 | 1.730 | 185 0.920 | 0.920 | 0.920 [ 0.920 [ 0.920 | 0.920

C20x100 | 1.370 | 16.85 | 11.29 | 44 0.410 | 0.410 | 0.410 [ 0.410 | 0.410

C20x200 | 8.270 | 5.231 | 2.081 | 217 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 [ 1.950

D5x100 | 0.390 | 1.418 | 0.000 | 99 0.130 | 0.130 | 0.130 [ 0.130 | 0.1270 | 0.190

D5x200 | 1.310 | 0.214 | 0.000 | 118 0.490 | 0.490 | 0.490 [ 0.490 [ 0.540 | 0.590

D10x100 | 0.580 | 0.761 | 0.000 | 91 0.190 | 0.190 | 0.190 [ 0.250 | 0.290 | 0.320

D10x200 | 2.270 | 0.307 | 0.000 | 119 1.080 | 0.890 | 0.890 | 0.890 | 0.890 [ 0.890

D20x100 | 1.300 | 0.500 | 0.000 | 90 0.410 | 0.410 | 0.410 [ 0.410 [ 0.650 | 0.750

D20x200 | 4.750 | 0.291 | 0.000 | 153 1.300 | 1.300 | 1.300 | 2.050 | 2.050 | 2.150

Tabela 2 - Lagsur exato para problemas das classes A, B, C eD.
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