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ABSTRACT

The lagrangean relaxation has been used there is a long time, with great success, as
auxiliary in the development of methods for the search of feasible solutions to
Combinatorial Optimization problems. The solutions of the relaxations supply limits, that
jointly with other limits of feasible solutions to the problems, provide indications of the

value of those feasible solutions.

Another well-known relaxation and maid, in this context, is the surrogate relaxation.
This relaxation, athough it supplies better limits in general than the lagrangeana, has not
frequently been used due to the inherent difficulty of solution of the relaxed problem.

This work has the objective of show as local information can improve the
performance of the employment of lagrangean relaxations when applied together with
subgradient methods. A surrogate version of the lagrangean relaxation provides a local
otimization that will contemplate in all the iterations of a subgradient method. This new
form of use of local information can aso be seen as a new relaxation, denominated in this
work of relaxation lagrangeana/surrogate or smply lagsur. This new proposal was applied
to the generalized assignment problem (PGA) and to the traveling salesman problem (PCV)
and the obtained results were better than obtained with the lagrangean relaxation in terms of
time of execution, mainly when the instances have great dimensions. Besides winning in
time, the relaxation lagsur obtained such good limits as supplied for the lagrangean

relaxation.



RESUMO

A relaxacdo lagrangeana tem sido empregada hd muito tempo, com grande sucesso,
como auxiliar no desenvolvimento de métodos para a busca de solugdes Gtimas aos
problemas da Otimizagdo Combinatéria. As solugdes das relaxagdes fornecem limites, que
conjuntamente com outros limites de solugbes viaveis aos problemas, proporcionam

indicagbes do valor dessas solugdes vidveis.

Outra relaxacdo conhecida e empregada, neste contexto, € a relaxagdo surrogate.
Esta relaxacdo, embora forneca em geral limites melhores que a lagrangeana, néo tem sido
empregada frequentemente devido a dificul dade inerente de solugéo do problema relaxado.

Este trabalho tem como objetivo mostrar como informagdes locais podem melhorar
a performance do emprego de relaxagoes lagrangeanas quando aplicadas em conjunto com
meétodos subgradientes. Uma versdo surrogate da relaxacdo lagrangeana proporciona uma
otimizagdo local, que ira refletir em todas as iteragdes de um método subgradientes. Esta
nova forma de uso de informagdes locais pode ser vista também como uma nova rel axacao,
denominada neste trabalho de relaxacdo lagrangeana/surrogate ou simplesmente lagsur.
Esta nova proposta foi aplicada a0 problema generalizado de atribuicdo (PGA) e ao
problema do caixeiro vigante (PCV) e os resultados obtidos foram melhores do que os
obtidos com a relaxagdo lagrangeana em termos de tempo de execugdo, principal mente
quando as ingténcias tém grandes dimensdes. Além de ganhar em tempo, a relaxagéo
lagsur obteve limites t&o bons quantos os fornecidos pela relaxagdo lagrangeana.
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CAPITULO 1
1 - Introducéo

Considere problemas onde um grande numero de possibilidades proporcionem
solugdes, mas que seriam inviaveis de avaliar, ou mesmo gerar, uma a uma. Os problemas
de Otimizacdo Combinatéria caem neste contexto. Um espago discreto e finito de solugdes
representa o conjunto viavel para a avaliagdo de uma funcdo objetivo. Este espaco possui
em geral grande dimensdo tornando os problemas de Otimizacdo Combinatéria dificeis de
resolver. As diversas aplicagdes praticas de problemas que podem ser formulados neste
contexto levaram a uma crescente pesquisa de métodos para sua solucdo. Este trabalho se
enquadra na linha de propostas para a mehora de performance do emprego da relaxagdo
lagrangeana neste contexto, particularmente nos problemas formulados como de
Programacao Linear Inteira zero-um.

A relaxacdo lagrangeana tem sido empregada hd muito tempo, com grande sucesso,
como auxiliar no desenvolvimento de métodos para a busca de solugdes Gtimas aos
problemas da area. As solugdes das relaxagdes fornecem limites, que conjuntamente com
outros limites de solugdes viaveis aos problemas, proporcionam indicagfes do valor dessas
solugdes viaveis. Podem participar de métodos enumerativos, ou no desenvolvimento de
heurigticas. Em geral seu emprego esta relacionado ao uso de um método dual de
otimizacdo por subgradientes, também de consagrado uso e conhecimento para
pesqui sadores de métodos de oti mizagao.

Outras relaxagbes conhecidas e empregadas séo a de programacéo linear e a
relaxagdo surrogate. Esta Ultima, embora forneca em geral limites melhores que as
anteriores, ndo tem sido empregada, frequentemente devido a dificuldade inerente de
solucéo do problema relaxado. As trés relaxagtes sdo amplamente descritas na literatura e
seus aspectos formais necessarios aos resultados deste trabalho serdo descritos no segundo

capitulo.
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Este trabalho tem como objetivo mostrar como informagdes locais podem melhorar
a performance do emprego de relaxagoes lagrangeanas quando aplicadas em conjunto com
métodos subgradientes. Uma versdo surrogate da relaxacdo lagrangeana proporciona uma
otimizagdo local, que ira refletir em todas as iteragdes de um método subgradientes. Esta
nova forma de uso de informagdes locais pode ser vista também como uma nova rel axagao,
denominada neste trabalho de relaxagdo lagrangeana/surrogate ou ssimplesmente lagsur. A
nova rel axacdo sera descrita no capitulo 3.

O comportamento da relaxacdo lagsur para se obter limites sera investigado em sua
aplicacdo a dois problemas classicos e importantes devido ao seu grande numero de
aplicagbes. o problema generalizado de atribuicéo (PGA) e a versdo simétrica do problema
do caixeiro vigjante (PCV). Eles serdo descritos nos capitulos 4 e 5, respectivamente. A
relaxacdo lagsur serd comparada com a lagrangeana usando insténcias de “ larga escala”,
isto &, problemas com um grande nimero de variaveis. Com o emprego da relaxacdo lagsur
obtém-se um ganho significativo em relacdo a relaxagdo lagrangeana no que se refere a
tempo computacional. Além disso, a relaxacdo lagsur fornece limites tdo bons quanto os

fornecidos pela relaxagéo lagrangeana.

Embora este trabalho enfoque o lagsur aplicado ao (PGA) e ao (PCV), esta nova
relaxacdo pode ser aplicada em varios outros problemas da Otimizacdo Combinatoria, em
particular sua versdo surrogate continua foi aplicada a vérios problemas de cobertura e
localizagéo de facilidades (veja Narciso [52], Lorena e Narciso [48], Lorena e Lopes [47],
Lopes[46], SenneeLorena[61], Espgo [20] e Almifiana e Pastor [1]).

Finalmente, no capitulo 6, sera feita uma andlise desta nova proposta de relaxagéo
(lagsur) dentro do contexto do (PCV) e do (PGA). Também serdo sugeridas algumas linhas
de pesquisa para continuagdo do tema. No apéndice A estdo mostrados em tabel as todos os
resultados obtidos com os problemas (PGA) e (PCV).
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CAPITULO 2

2 - Relaxacao de Programacao Linear, Lagrangeana e Surrogate

2.1 -Introducéao

Para uma melhor compreensdo do que sga relaxacdo, € oportuno definir antes
alguns termos que serdo usados dagui em diante neste trabalho. Apds a definicdo destes
termos (programacao, problema de programacado linear, problema de programagéo inteira),
serd dada uma breve introducéo sobre relaxacdo e entdo serdo enfocadas as relaxacgtes de

programacao linear, lagrangeana e surrogate.

O termo programacao é usado para descrever o plangamento de um conjunto de
atividades. A idéia é representar a quantidade ou nivel de cada atividade como uma variavel
de decisdo. Assm, um problema pode ser representado como um conjunto de equagoes e
inequactes que, depois de resolvidos, geram o valor das varidveis. O termo programacao
matematica é usado para descrever a minimizagdo ou maximizacdo de uma funcdo objetivo
de muitas varidveis, sujeita a restrigdes sobre tais varidvels. Tanto no desenvolvimento
como nas aplicacdes da programacdo matematica, surgem casos especiais nos quais todos
0S custos, requisitos e outras atividades de interesse sdo termos estritamente proporcionais
aos niveis das atividades ou a soma de tais termos, isto €, a funcéo objetivo é uma fungéo
linear, e as restrigdes sdo equagdes ou inequagoes lineares. Tal problema € chamado de
problema de programacao linear (PPL).

Os chamados problemas de otimizac&o discreta sdo agueles que algumas ou todas
as varidveis de decisdo sdo redtritas a assumir valores dentro de um conjunto discreto.
Alguns destes problemas podem ser formulados como problemas lineares com a restricéo
adicional de que algumas ou todas as varidveis de decisdo assumam somente valores
inteiros. Tais problemas sdo chamados de problemas de programacao inteira (PPl). Em
geral, problemas de programacdo inteira sdo mais dificels de se resolver do que os
problemas de programagéo linear. Nesta tese serdo enfocados, em capitulos posteriores,
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dois problemas de programacéo linear inteira: O problema generalizado de atribuigcdo

(PGA) e aversdo simétrica do problema do caixeiro viajante (PCV).

Feitas as consideragBes acima, sera enfocada entéo arelaxagdo. A relaxagdo deum
problema tem como finalidade tornar o problema mais facil de se resolver. Entretanto, a
solucdo fornecida pela relaxacdo geralmente ndo é viavel para o problema original. Uma
solucdo € viavel para um problema se satisfaz a todas as restricbes do problema. Um
limitante € obtido para o valor de sua solucdo 6tima. Se o problema for de minimizagéo
(maximizagéo), entdo o valor da funcdo objetivo da relaxacdo fornecerd um limite inferior
(superior) para a solugdo étima do problema em questéo. Estas afirmagdes serdo mostradas
mais adiante.

Neste capitulo seréo cobertas as relaxacdes de programacdo linear, lagrangeana e
surrogate. Estas relaxagOes sdo muito conhecidas e amplamente divulgadas na literatura
As relaxagOes lagrangeana e surrogate serdo enfocadas com maior énfase pois formam a
base da relaxacdo lagsur, a qual sera descrita no capitulo 3.

2.2 - Propriedades de uma relaxacao

Sgja o (PPI) formulado como

v(P) = mincx
(P) suetoa Ax=Db
Dx £e
x3 0eintaro;
ondex éumvetor nx 1, béumvetor mx 1, eéumvetor kx1, A éumamatrizmxneD é

umamatriz k x n.

De acordo com Parker e Rardin [55], define-se relaxagdo de um problema de
minimizacdo (P) como um problema (RP) tal que
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(i) cadasolugdo viavel de (P) étambém viavel para (RP);

(i) a funcdo objetivo do problema (P), avaliada para qualquer ponto x, viével, é
maior ou igual afuncdo objetivo de (RP) para 0 mesmo ponto X.

De acordo com a afirmagéo (ii), podemos concluir que a relaxagdo fornece um limite
inferior para problemas de minimizacgdo. Se (P) for problema de maximizagdo, a afirmagéo
(i) também é valida, porém a afirmacao (ii) seria substituida por

(i) a funcdo objetivo do problema de maximizagéo (P), avaliada para qualquer
ponto X, vidvel, € menor ou igual afuncdo objetivo de (RP) para 0 mesmo ponto X.

Desta forma, para problemas de maximizagdo, o valor da funcdo objetivo da relaxacdo seria
um limitante superior ao valor étimo da fungéo objetivo do problema (P).

Lema 2.1 - Sga (P) definido acima e (RP) uma relaxagdo de (P). Entdo v(RP) £
v(P).

Prova. Qualguer ponto x, viavd para (P) é também viave para (RP). Assm, se (P)
éndo viave (v(P) = +¥) adesigualdade acima ( V(RP) £ v(P) ) se mantém. Se v(P)
é ilimitado (v(P) = -¥), entdo v(RP) também é ilimitado. Se v(P) tem um étimo e
este 6timo é finito, o valor da funcdo objetivo de (P), o qual € maior ou igua a
funcéo objetivo de (RP), fornece um limite superior a v(RP) pois a solucdo 6tima de
(P) évidvel em (RP).

Lema 2.2 - Sga (P) definido acima e (RP) uma relaxacdo de (P). Sga c*.x a
funcéo objetivo de (RP). Sex* é étimo em (RP), x* éviavd em (P) e c.x* = c*.x*

entdo x* é 6timo em (P).
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Prova. Um x* que satisfaca as hipéteses do Lema 2.2 € necessariamente vidvel em
(P). Isto implica dizer que c.x* 3 v(P). Entdo, doitem (ii) do Lema 2.1, ¢*.x* =
V(RP) £ v(P) £ c.x* = c*.x* Segue entdo que x* é solucdo viavel para (P) ex* é

solucdo Gtima para (P).

2.3 - A Relaxacédo de programacéo linear

Se 0 dominio de x, no problema (P), for aterado de {0, 1, ..} (x € um ndmero
inteiro ndo negativo) parax 3 0 e x pertencente aos reais, entéo teremos uma relaxacdo de
(P). Esta relaxagdo € conhecida como relaxacdo de programacdo linear [55]. A grande
vantagem desta relaxacdo de (P) é a existéncia de algoritmos eficientes para a solucéo de

problemas de programacao linear.

Lema 2.3 - Sga (RPL) a relaxagdo de programacdo linear de (P). Temos as
seguintes relagoes entre (P) e (RPL),
(i) v(P) ® v(RPL);

(il) Se a solucdo xrp. do problema (RPL) for tal que cada componente € ndo-

negativa e inteira, entdo Xgp. também € solucéo de (P).

A prova deste lema pode ser facilmente verificada usando-seoslemas 2.1 e 2.2
(vide Parker e Rardin [55]).

Para problemas (P) nosquaisx 1 {0,1}, oitem (ii) do lema 2.3 seria melhor escrito
da seguinte forma: se a solugdo xgp. do problema (RPL) for tal que cada componente de

Xrp Sgj@ 0 ou 1, entdo xgp. também é solugdo de (P).
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2.4 - Relaxacao lagrangeana

2.4.1 - Introducao

A relaxacdo lagrangeana é baseada na observacdo de que muitos problemas de
programacdo inteira sdo model ados atraves de um conjunto de restri¢des que consideradas
isoladamente tornam o problema de féacil solugdo. As outras possivels restricdes seriam
restrigbes complicadoras tornando o problema de dificil solucdo. Para explorar esta
observagdo, cria-se um problema lagrangeano no qual as restrigdes complicadoras séo
adicionadas a funcdo objetivo através de um vetor de multiplicadores, e em seguida

eliminadas do conjunto total de restricoes.

O problema lagrangeano é frequentemente usado para fornecer limites em
algoritmos de enumeragdo implicita do tipo “branch and bound”, constituindo-se em uma

alternativa ao uso da relaxagao de programacao linear (ver Fisher [21], Geoffrion[26]).

O “nascimento” da relaxagdo lagrangeana, tal como é conhecido hoje, ocorreu em
1970 quando Held e Karp [33,34] usaram a relaxacdo lagrangeana para fornecer um limite
inferior para o problema do caixeiro vigjante (PCV). Motivados pelo sucesso da relaxagéo
lagrangeana, este método foi aplicado ainda no inicio da década de 70 em problemas de
programacdo inteira em geral (Shapiro [62]).

A lista de aplicagdes da relaxacdo lagrangeana € muito extensa, assm como a
amplitude do tipo de problemas que sdo abordados usando esta técnica. Uma relacdo de
algumas das aplicages pode ser encontrada em Fisher [21], e incluem problemas tais como
0 do caixeiro vigante, problemas de localizagdo, problema generalizado de atribuicéo,
problemas de cobertura e particionamento de conjuntos. Outros exemplos de aplicagdes
estdo amplamente descritos na literatura. Neste trabalho veremos a aplicagcdo desta
relaxagdo ao problema generalizado de atribuicdo e no problema smétrico do caixeiro

vigjante.
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2.4.2 - Formulacéo da relaxacao lagrangeana

Vamos assumir as restricdes de (P) particionadas em dois conjuntos. AX = b e
Dx£e. Suponha que DxEe sgam as restrigdes complicadoras. Para facilitar a resolucdo de
(P), vamos adicionar arestricdo Dx£e, modificada por um vetor ud 0, a fungdo objetivo, isto

é

v(Ly) = min {cx- u(e- Dx)}
(Ly) sujetoa Ax=Db
x 3 Oeintero,

onde u = (ug, Up,...., Ux) €éum vetor de multiplicadores com componentes ndo-negativos.
(Ly) éumarelaxacdo lagrangeana de (P).

Por conveniéncia, vamos assumir que (L) tenha solugdo viavel e que o conjunto J =
{ x]|Ax =D, x 3 0einteiro} de solugdes viaveis para (L) sga finito. Entdo (L) é finito
para todo u 3 0. E bem conhecido que v(L,) £ v(P) (Fisher[21]). Isto é facil mostrar.
Assumindo x* como solugdo 6étima para (P), observa-se que v(L,) £ cx* - u(e - Dx*) £
v(P). A primeira desigualdade na relagdo acima segue da definicdo de v(Ly). A Segunda
desigualdade segue do fato que cx* - u(e-Dx*) £ cx* = v(P), vistoque u3 0.

Em geral, ndo é possivel garantir um determinado valor de u para o qual v(L,) =

v(P). O fato de que v(Ly) £ v(P) permite que v(L) sgja usado em substituicdo ao valor da

relaxacdo de programagdo linear, fornecendo limites inferiores para (P) em algoritmos

exatos tipo “branch and bound".
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2.4.3 - Exemplo de formulacao da relaxacdo lagrangeana para o
(PGA)

Para exemplificar 0 uso da relaxagéo lagrangeana, vamos considerar o problema
generalizado de atribuicéo (PGA). Este problema pode ser visto como maximizar o lucro pjj
(beneficio, rendimento, etc.) de se atribuir n itens am mochilas (n > m) tal que cada item
sgja atribuido a apenas uma mochila, levando-se em conta as restricoes de peso wjj de cada
item e a capacidade bj de cada mochila. A formulagdo matemética do (PGA), para 0 caso

de maximizagdo, € a seguinte:

m n
V(PGA) = maX a a Bij-Xij
i=1j=1
(PGA)
n ~
Sujeitoa a Wij.Xiiji, il M :{1 ..... m} (2.1)
=1
m ~
a Xjj = 1, j | N :{1 ..... n} (2.2)
i=1
xj1 {01},iT M,jT N (2.3)

As restrigfes (2.1) impdem que os pesos dos itens escolhidos ndo devem exceder a
capacidade de cada mochila e as restri¢des (2.2) impdem que cada item deve ser atribuido a

somente uma mochila

Duas relaxag0es lagrangeanas podem ser diretamente identificadas, relaxando-se as
restricdes de capacidades (2.1) ou relaxando-se as restricdes de atribuicdo (2.2). Vamos

considerar a primeira relaxacao.

Sgjal um vetor de multiplicadores| ;3 Oeil M. A rdaxagio lagrangeana sera

m n
v(L PGA) = max a a {pij.xij +1i.(b - Wij.Xij)}.
i=1j=1
(L, PGA)
sujeito a (2.2) e (2.3).
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2.4.4 - Dual lagrangeano

Sga o problema (Ly) tal como definido anteriormente no item 2.4.2. O dual
lagrangeano de (L), chamado doravante de (DL,), determina para um conjunto de vetores

u diferentes, o maior valor de v(L,). O dual de (L) seria portanto
v(DLy) = max v(Ly), us 0,

onde u = (up, uo,...., uk) € um vetor de multiplicadores com componentes reais ndo

negativos. Vale a pena ressaltar que se as restrigies relaxadas do problema original (P)
forem igualdades, entdo u pode ser irrestrito de sinal.

A resolugdo do dual pode ser obtida aplicando um método de otimizagcdo de
subgradientes. Este método sera descrito mais adiante.

A seguir, vamos apresentar alguns resultados importantes envolvendo o dua
lagrangeano, a relaxagdo lagrangeana, o problema primal (P) e a relaxacdo de programagao
linear. Atraves destes teoremas, podemos verificar caracteristicas importantes da relaxacéo
lagrangeana . O material apresentado aqui baseia-se no livro de Parker and Rardin [55],
onde podem ser encontrados mais detalhes, incluindo provas de teoremas e provas de

convergéncia de algoritmos.

Teorema 2.1. (Dualidade lagrangeana fraca) Sgam (P), (L,) e (DL,) definidos
anteriormente. Entdo, para todo u 3 0, v(L,) £ Vv(P). Consequentemente,
v(DLy)EV(P).

Teorema 2.2. (Dualidade lagrangeana forte) Sgam (P), (L,) e (DL,) definidos
anteriormente. Se x* resolve (Ly+) paraagum u* 3 0 e também Dx* £ e eu*.(e-

Dx*) = 0 entéo x* resolve (P).

Teorema 2.3. (Caracterizagcdo de v(DL,)) Sga J o conjunto { x | x 3 O e inteiro e
Ax=Db}. Sgam (P), (L,) e (DL,) definidos anteriormente. Ent&o
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v(DL,) = mn X
Ax=Db

sujeito a Dx£fe
x1 [J]

onde [J] denota a envoltdria convexa de pontos em J.

Corolério 2.1. (Dual lagrangeano versus relaxacdo de programacao linear) Sgiam
(P), (L) e (DL,) definidos anteriormente e (RPL) a relaxacio de programagao linear
de (P). Entdo v(DL,) 3 v(RPL).

Quando [J] = J*, isto é quando subproblemas (L,) puderem ser resolvidos pela
relaxacdo de programagdo linear, diz-se que J tem a propriedade de integralidade. Um
resultado importante pode ser visto no corolario a seguir.

Corolério 2.2. (Propriedade de integralidade) Sggam (P), (L) e (DL,) definidos
anteriormente. Se Jtem a propriedade de integralidade, entdo v(DL,) = v(RPL).

Teorema 2.4. (Concavidade linear por partes da fungdo dual lagrangeana) Sgam
(P), (L) e (DL,) definidos anteriormente. Entdo v(L,) é uma funcdo concava linear
por partes em u.

2.4.4.1 — Resolucéao do dual lagrangeano

Um dos métodos de solucéo de problemas néo-lineares é a busca por gradientes. A
idéia deste método é, partindo-se de um determinado ponto, avancgar ao longo do gradiente
da funcdo até um ponto em que ndo se consiga mais um progresso significativo. Calcula-se,
entdo, o gradiente neste ponto e a busca continua. Se o problema a ser resolvido € de
maximizacdo e a funcdo a ser maximizada é cOncava, tal processo permite uma

aproximacgdo do étimo. Do teorema 2.4, tem-se que v(L,) em fungdo de u é concava. A
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dificuldade aqui é que, como esta fungéo é linear por partes, ndo é possivel garantir que ela
sgja sempre diferenciavel.

Para tratar a fata de diferenciabilidade é necessério generalizar o conceito de
gradiente. Um vetor s € um subgradiente de uma funcdo (cdncava) g(u) no ponto u* se,
paratodo u, g (u*)+s(u-u*) 3 g(u).

Teorema 2.5. Sgja (L) como definido acima, com J ndo vazio efinito. S§aS={x 1
J| x resolve (L,)}. Entdo a colecdo de subgradientes de v(L,) para qualquer u tem a

forma:
{S by(e—-Dx)| S by=1, b3 0, paratodoxi S}.
xS x1 s

O teorema a seguir estabelece que tais subgradientes aproximam (no sentido
euclidiano de distancia) as solugdes de um problema a solucéo Gtima.

Teorema 2.6. Sgja q(u) uma funcdo concava e continua de u. Seja, para um dado a,
oconjuntoB(a) ={ u | g(u) 3 a }. Entdo, dadosa, u* I B(a) e s (subgradiente de
g no ponto u*), existed A tal que:

éu— (Uu* +bs) |<|u—u*|, paratodou T B(a) eb1 (0, d).

Com base nos resultados acima, pode-se estabelecer 0 seguinte algoritmo para a
solucéo de (DL,):

Algoritmo de subgradientes
Sgaus 0,
Fazer k- 1,v- - ¥,
Enquanto { ndo para as condicdes de parada} fazer
Resolver arelaxagio lagrangeana (Ly). Sgjax 1 Jasolugo 6tima obtida.
Se v<v(Ly =cx+u(e-Dx)entdov - v(Ly).
Fazer u— u+ pg(e— Dx), ondepk € o tamanho de passo,
Fazer uyj = max (0, uj) paratodoj,
Testar condigOes de parada,
Fazer k = k+1,

fim_enquanto.
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Deve-se observar neste algoritmo que € necessario manter o valor v da
melhor solucdo obtida anteriormente porque os passos do método subgradientes né&o
garantem mehorias em v(L,). As condic¢Oes de parada poderiam ser (e- Dx) 3 0 eu.(e- Dx)
= 0, onde neste caso V(L) = V(DL ) = v(P), ou o tamanho do passo ficou muito pequeno ou um
numero pré determinado de iteragdes foi atingido. Outra observacdo refere-se aos tamanhos
dos passos pk, que devem satisfazer as condicdes:

(i) px>O0paratodok, e
[im  p [[(e—Dx)||=0;
k® ¥

¥

(i) S pxll(e—Dx)f=*.
k=1

Esta condi¢cbes foram propostas por Ermol'ev [19], para garantir a convergéncia do
algoritmo. Poljak [56] propds que o céalculo do passo Py fosse feito da seguinte maneira

P = G (V(DLY) - v(Ly)/I(e - D )|,

onde O<g< o 2- g, gl A.

Held, Wolfe e Crowder [35] validaram outros tamanhos de passos sugeridos por
Held e Karp [34] . Na expressdo de p« proposta por Poljak [56] , o valor de v(DL,) é
substituido pelo melhor limite superior conhecido (melhor solugéo vidvel para (P) gerada
ou conhecida no momento da atualizagdo do passo) e o intervalo de variagdo de ok
substituido por Of okE 2, comegcando com ¢k inicia igual a 2. Esta proposta, embora
largamente usada, ndo satisfaz a condicdo (ii) de Ermol'ev [19] . Nos problemas enfocados
nesta tese (PGA e PCV), o0 passo usado foi 0 proposto por Poljak [56] com a substituicéo
de v(DL,) pelo mehor limite superior conhecido, conforme a proposta de Held e Karp
[33,34], bem como a variagdo do valor de gk (O gkE 2). Isto foi feito devido ao fato de que,
para a maioria das insténcias utilizadas, néo se conheciam os valores das solugdes 6timas.
A determinacdo do tamanho do passo e provas de convergéncia do método séo topicos que
tém recebido consideravel atencdo, o que pode ser consultado em Allen et a. [2], Held et
al.[35], Bazaraa e Sherali [6] e Goffin [30].
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Outros méodos para resolver (DL,) estdo baseados em variantes do método
simplex, e algoritmos especializados em méodos de gjuste de multiplicadores, que
aproveitam a estrutura de uma aplicagdo particular (ver Fisher [23]). Estes méodos estéo
fora do escopo deste trabalho e ndo serdo mostrados.

2.5 - Relaxacdo surrogate

2.5.1 - Introducao

A relaxagdo surrogate foi introduzida na programacdo matemética por Glover
[27,28]. Basicamente, esta relaxagdo consiste em tomar um conjunto de restricdes do
problema original (P) e usando um vetor de multiplicadores transformar estas restri¢des em
apenas uma restricdo. Esta nova restricdo é chamada de restricdo surrogate.

Desde a sua introducdo por Glover [27,28], arelaxacdo surrogate tem sido proposta
por vérios autores para 0 uso na solucdo de problemas ndo convexos, especialmente em
problemas de programacdo inteira. Um tratamento tedrico abrangente da dualidade
surrogate em programacdo matematica € dado por Greenberg e Pierskalla [31]. Glover
[29], em 1975, resumiu esses resultados e apresentou um tratamento unificado da teoria da
dualidade surrogate. Um estudo da relagdo entre o dual lagrangeano e o dual surrogate,
para o caso de problemas inteiros, foi feito por Karwan e Rardin [40].

Procedimentos de busca para multiplicadores surrogate foram desenvolvidos por
Banerjed 5], Glover [27,28,29], Karwan e Rardin [40] , Dyer [18] , Sarin et al.[60].

Mais recentemente, Lorena, Freville e Plateau [49] aplicaram a relaxacdo surrogate
continua (relaxa-se também a restricdo de integralidade) ao problema multidimensional da
mochila 0-1 com vantagens sobre a relaxacdo lagrangeana, principamente em relacdo a
estabilidade na convergéncia da sequéncia dos valores relaxados. No trabalho de Lorena e
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Lopes [47] a relaxagdo surrogate continua foi aplicada com sucesso no problema de
cobertura de conjuntos (PCC), obtendo maior estabilidade na sequéncia de valores
relaxados e também resultados melhores em relagdo a tempo computacional em
comparacdo com a relaxagdo lagrangeana. Em Lorena e Narciso [48], esses resultados
foram confirmados com o uso da relaxagdo surrogate continua no problema generalizado
de atribuicdo (PGA). Os trabalhos de Lorena e Lopes [47] e Lorena e Narciso [48] seréo
mostrados, resumidamente, neste capitulo para exemplificar a aplicacdo da relaxacéo
surrogate.

2.5.2 - Formulacao da relaxacao surrogate

Sga o problema (P) definido na se¢do 2.2. Considera-se um vetor de
multiplicadores | = (I, 1 5, ..., I ) , onde 1 3 O, i = 1,..k. Uma relaxacdo surrogate
referente a (P) pode ser formulada como

v(§)= min cx
(S) suyetoa Ax=Db
IDx -1e£0,
x 3 Oeintero.
Destaforma, ask restricdes de Dx £ e sdo substituidas pelarestricdo | Dx - | e£ 0. Quando
as restrigbes de integralidade sdo também relaxadas, obtem-se a relaxacdo surrogate

continua (Scont; ), que no caso de (S) produz um problema de programacao linear.

De um modo geral os problemas resultantes das relaxacdo surrogate sdo mais
dificeis de resolver que os da relaxacdo lagrangeana. O dual surrogate (DS) € definido
como max {v(S)}, | 3 0. Sua solucdo fornece limites melhores ou iguais ao dual

lagrangeano. Este fato foi demonstrado por Greenberg e Pierskala [31] e Glover [27], e
serd formalizado a seguir. Novamente aqui, as provas dos teoremas que nado forem incluidas
podem ser encontradas no livro de Parker e Rardin [55].
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Teorema 2.7. (Dualidade surrogate fraca) Sgam (P), (S) e (DS) definidos
anteriormente. Entdo, paratodo | 3 O, v(S) £ v(P). Consequentemente, v(DS )£
v(P).

Prova. Cada (S) € obviamente uma relaxagdo de (P), conforme o lema 2.1, pois

cada solucgdo vidvel para (P) € viave para(S). Segue entdo que

v(DS) =max o V(S) £ v(P).

Teorema 2.8. (Dualidade surrogate forte) Sgam (P), (S) e (DS) definidos
anteriormente. Entéo, se paratodo | * 3 0, existe um x* que resolve (S +) e satisfaz
Dx* £ e, x* resolve (P) ev(DS )= v(P).

Prova. Como (S) e (P) tém a mesma funcdo objetivo, e (S) € uma relaxagdo de
(P), segue do lema 2.2 que x* resolve (P). Além disso, a dualidade fraca implica
cx* =v(S) £v(DS) £ v(P) = cx*. Destaforma, v(DS) = v(P).

Teorema 2.9. (Dual surrogate versus dual lagrangeano) Segja o problema (P)
definido sobre um conjunto ndo vazio T. Sgam (P), (S) e (DS) definidos
anteriormente. Entdo v(DL)E v(DS ). Além disso, se v(DL,) = v(DS), entdo, para

qualquer u* queresolva (DL,), deve exigtir x* T T tal que u*(e- Dx*) = 0.

2.5.3 - Aplicacdo da relaxacao surrogate continua

Para ilustrar a aplicagdo da relaxacdo surrogate continua, vamos tomar como
exemplos os problemas de cobertura de conjuntos (PCC) e o generalizado de atribuicéo
(PGA). O trabalho de Lorena e Lopes [47] sobre o (PCC) e o de Lorena e Narciso [48]
sobre 0 (PGA), mostraram como a relaxagdo surrogate continua pode ser usada com
vantagens sobre a relaxagdo lagrangeana. Iniciamente, vamos descrever o (PCC) e, em
seguida, o (PGA), enfocando a relaxagao surrogate.
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2.5.3.1 - Aplicacao da relaxacdo surrogate para o (PCC)

Muitos problemas da vida real podem ser modelados como (PCC). Como exempl os,
podemos citar: recuperagdo de informagbes (Day [15]), localizacdo de facilidades
(Garfinkd [25]), balanceamento de linhas de montagem (Salverson [59]), projeto de
circuitos digitais (Quineg[57]) e roteamento (Foster [24]). Outras areas de aplicacdo podem
ser encontradas em Balas e Padberg [4].

Lopes [46] desenvolveu um algoritmo heuristico para o (PCC) baseado em uma
relaxagdo surrogate continua, usada em conjunto com um método de subgradientes, e
comparou 0s seus resultados com a heuristica lagrangeana de Beadey [7] para o (PCC).
Veremos posteriormente que a aplicagdo do método subgradientes com o surrogate
continuo foi realizada em uma relaxacdo lagrangeana correspondente, denominada
relaxagdo lagrangeana/surrogate, que serd melhor descrita no capitulo 3.

A heuristica de Beadey consiste em resolver o dual lagrangeano para fornecer um
limite inferior & solugdo Gtima. Além disso, a heuristica de Beadey fornece um limite
superior, dado por uma heuristica, a qual gera a solugdo viavel para o (PCC) a partir da

solugdo ndo viavel obtida pela relaxacéo.

Para descrever a heuristica desenvolvida por Lopes para o (PCC), é conveniente
definir arelaxacdo surrogate para o (PCC).

Sgao (PCC) abaixo

v(PCC) = Min cx
(PCC) sujeito a Ax3 e
x1 {0,13".
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onde ¢ é um vetor de custos com n componentes, A é uma matriz de dementos iguais a 0
ou 1 ecujadimensdo €émxn, e € um vetor n X 1 e com todos os elementosiguaisal ex é

um vetor com n componentes.

A relaxagdo surrogate associada ao (PCC) é

V(S)= min X
(8) sujeito a | Ax3 le
x1 {0,13".

ondel ;3 Oeovetor| éndonulo.

Lopes [46], em seu trabalho, considerou a relaxacdo surrogate continua do (PCC),
isto & a restricdo x T {0,1}" foi relaxada para x 1 [0,1]". Desta forma, a relaxacéo

surrogate continua do PCC é dada por

v(Scont) = min  cX
(Scont;) sujeito a | Ax3 le
x1 [0,2]".

O problema (S) é um problema da mochila 0-1. A aplicagéo de algoritmos do tipo
“branch and bound” pode resolver problemas da mochila 0-1 com milhares de variave's
(vga Martello e Toth [50]), mas sua versdo continua possui agoritmos de tempo
polinomial para solucdo. A relaxacdo surrogate continua leva vantagem em tempo quando
s80 considerados véarios valores diferentesde | . A sequénciade valorespara | foi obtida
através de um método subgradientes, mostrando sua relagdo com a solugdo de um dual
lagrangeano, onde a relaxagdo lagrangeana/surrogate € usada. Este dua ndo foi
completamente explicitado no trabalho de Lopes [46] (ou em Lorena e Lopes [47]). Porém
sua comparacdo com o dual lagrangeano de Beasley mostrou uma sequencia estavel de
valores, convergindo mais rapidamente e com aproximadamente metade do tempo usado
pea heuristica de Beadey para as mesmas instancias.
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2.5.3.2 - Relaxacao surrogate aplicada ao (PGA)

A relaxacdo surrogate aplicada ao (PGA), definido na secdo 2.4.3, considerando a
restri¢cdo das capacidades (2.1), tem a seguinte formulagdo matematica

m n
V(S): max a a Bij-Xij
i=1 j=1
m n m
(SI) sujeitoa a a |i.Wij.Xij £a |i-Ci

i=1 j=1 i=1
m
a xj=1,j1 N={1,.,n}
i=1

x;T {01},iT M,jT N.

|3 0eovetor| éndonulo.

(S) pode ser visto como um problema da mochila de multipla escolha [17]. Sendo
(S) um problema da classe NP-hard [23], como na aplicacdo ao (PCC), (Scont) foi
considerada, relaxando-se a restrigdo de integralidade, isto é, a restrigio x;; 1 {0,1} foi
modificada para Xi; T [0,1]. Destaforma, tem-se o problema linear da mochila de mditipla
escolha. Alguns algoritmos eficientes sGo conhecidos para resolver este problema [17].
Dudzinski e Waluckiewicz [17] descrevem o algoritmo que foi usado para resolver o
problema da mochila de multipla escolha linear no trabalho de Lorena e Narciso [48]. Para
uma mehor compreensdo deste algoritmo e sua conexdo com a relaxagéo

lagrangeana/surrogate, sera descrita a seguir a proposta de Dudzinski e Waluckiewicz

[17].
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O problema dual da relaxacdo de programacgo linear de (Scont;) pode ser escrito

como
m m
v(Dont)) =min  (alic)t+ a r
i=1 i=1
n n R
a { i.Wij).t +r, 3 & Pij » il M
= i=1

(DScont;)  sujeitoa
j=1 j

t3 0etéumnimerored.

O conjunto de restri¢oes de (DScont; ) pode ser reescrito como

n n R
rn 3 a Pij -a (|i.Wij).t, il M.
j=1  j=1

L evando-se em conta que a funcdo objetivo em (DScont; ) € de minimizagdo, entéo

0s menores valores de r; possivei s ocorrem quando

n n
R = max a Pij -a (|i.Wij).t, il M.
j=1 j=1

Substituindo-se r; na fungdo objetivo em (DScont; ), temos
m
1[pij - (1i.wig) 4]}

m

v(DScont)) = min {( & l;c)t + max a
i=1 i=1 ]

I Qo =

Desta forma, (DScont;) pode ser escrito como uma minimizagdo de uma funcéo

linear por partes, isto &,

m

v(Dont)) =min  (alc)t + a fit),
i=1 i=1

3

n

onde fi(t) =max a
j=1

[pi - (Iiwy)t],iT M.



A funcéo objetivo de (DScont; ) é fungdo det. A figura 2.1, a seguir, apresenta uma
representacdo gréfica do problema:

fi(t)

t* t

Figura 2.1: Comportamento da funcdo a ser otimizada no dual surrogate continuo

Dafigura 1, pode-se observar que existe um ponto de minimo. Sga t* este ponto.
Sgav(t) = a fi(t) . No ponto de minimo t*, a derivada a esquerda de v(t*) é negativa. A

derivada a direita de v(t*) € positiva. Simbolizando a derivada a esquerda de v(t*) como

+

sendo V'(t*) eaderivada adireitadet* como sendo V'(t*) *, tem-seque

V'(t*) "= max c’[; (i)
i=1

3

V(%) *

mn a (| i-Wij)
i=1

onde (! i-Wij) éta que pij - ( i.Wij).t* = fi(tr).
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- +
Umavez que, paraum dadot = t*, VI(t*) <0 ev'(t*) >0, ovalor det* édado

por t* = (py+ - Ps+) / (I n Wi - | sWg+), onder, sT M ej* T N.

A solucgo 6tima de (Scont; ) é dada por:

Xij =1 paraosvaloresdei ej que satisfazem fi(t*) = pj; - (I i.wy).t*

Xrjx = (, Xg* =1-q
Xj =0 paraosdemaisvaloresdei ej.

O valor de g é dado por
m m n
q=[( al i.G) - a a { i-Wij)] /(l r-Wrj - I S.Wq*)
i=1 i=1j=1
it

j
Observa-se que dois valores da solucdo sdo fracionarios (X;+ = g, Xs+ = 1 - ). Caso
o valor de g sga 0, entdo a solucdo obtida também é solucéo para a relaxagdo surrogate néo

continua.

O dual surrogate continuo foi resolvido fazendo-se uma busca de t=t*, com um

valor fixodo vetor | . Reescrevendo sua fungédo objetivo, tem-se que

m n n
v(DScont;) =min{ max & [ & p; +(c- a wy).l .t ]}
i=1 j=1 j=1
Uma relaxacdo lagrangeana pode ser identificada desta expressdo, onde o
multiplicador lagrangeano seria | {. Esta relaxagdo serd identificada no préximo capitulo

como arelaxacdo lagrangeana/surrogate.

Algumas observagBes a mais podem ser feitas a titulo de resumo da aplicagdo do

surrogate continuo aos problemas (PCC) e (PGA):
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(i) O vetor | estd fixo na formulagdo de (S). A principio a relaxagdo surrogate
continua (Scont; ) foi usada com o objetivo de se ter um problema de mais fécil
solugao;

(i) Com a variagdo do vetor | em um método de otimizagdo por subgradientes, o

problema (Scont; ) foi resolvido vérias vezes, para diferentes valores del ;

(iii) O uso do método subgradientes como introduzido na secdo 2.4.4.1 tem seu
fundamento tedrico de convergéncia para a relaxacdo lagrangeana. Portanto, o
surrogate continuo é adequado a0 uso do méodo subgradientes pela
identificag8o realizada acima de uma rel axagdo lagrangeana implicita;

(iv) Outra congtatacdo interessante € a de que para os problemas testados e
relaxagcbes consideradas, o conjunto de restrigbes em questdo possui a
propriedade de integralidade, proporcionando, conforme o corolario 2.2, a
igualdade dos limites 6timos dos problemas (DScont;) e um possivel dua

lagrangeano na varidvel unidimensional t.

2.5.3.2.1 - Resaultados Relaxacéo surrogate continua aplicada ao
(PGA)

A reaxacdo surrogate continua obteve melhores resultados (em termos de tempo)
do que a relaxacdo lagrangeana, na média de todos os problemas testados. Foram testados
problemas das classes A, B, C e D. Estas classes de problemas estdo disponiveis na OR-
Library [8] e também estdo descritas no apéndice A. A grande dificuldade da relaxacdo
surrogate continua foi a sua implementacdo computacional, a qual foi bem mais complexa
gue a implementacdo da relaxacdo lagrangeana. Maiores detalhes podem ser vistos em
Lorena e Narciso [48] e Narciso [52]. As figuras 2.2, 2.3 e 2.4 a seguir mostram 0
comportamento do dual lagrangeano e o comportamento do dual surrogate continuo para
uma insténcia conhecida por B10x60. Em cada um dos graficos estdo dispostos os pontos
relativos a relaxagdo e os pontos da solucdo vidvel obtidos em cada iteragdo. Observe que o
comportamento do dual surrogate continuo é bem mais estéavel e também converge em um
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menor numero de iteracBes do que o dual lagrangeano. Estes gréficos exemplificam o
comportamento dos duais lagrangeano e surrogate continuo para as insténcias da classe B.
Este comportamento foi observado também para as insténcias das classes A, C e D.

Lagrangeano
1640
1590
1540
1490
1440
I < I~ O M O OO N D 0 d < M O M O 0O N WM 00 d < N~ O
I N < IO O N~ O O «d M < I N 0 0O O N MO S O N~ 0o O
T A H e Hd 1 1 NN NN NN NMm
iteracdo
Figura 2.2 - comportamento do dual lagrangeano
surrogate continuo
1640 -
1590 ~
1540 -
1490 ~
S ane 2o
1440
A M~ M O W dN~NMOoO W AdN~NMOWm ANMOD
A M < © 0 O 4 N < O~ 0O O N < IO~ ©
= o o +d 4 < N N N N N «
iteracdo

Figura 2.3 - comportamento do dual surrogate continuo
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Para uma melhor visualizacdo da figura 2.3, estd abaixo a figura 2.4 com o eixo da
ordenada modificado.

surrogate continuo

1465 -
1464 -
1463
1462 r
1461 -
1460 -
1459 -+
1458 - -

st (b b

1456 -

1455

1
17
33

49

65

81

97
113
129
161
177
193
209
225
241
257
273
289

—
iteracdo

Figura 2.4 - comportamento do dual surrogate continuo
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CAPITULO 3

3 - Relaxacao lagrangeana/surrogate (lagsur)

3.1 - Introducéo

A relaxacdo lagrangeana/surrogate (lagsur) € uma nova proposta para problemas
de Otimizacdo Combinatéria. As relaxagdes lagrangeana e surrogate sdo combinadas com
objetivo de conseguir melhores tempos computacionais na aplicacdo de heuristicas
subgradientes.

Para um dado problema de Otimizacdo Combinatdria, inicialmente € derivada uma
relaxacdo surrogate de um conjunto adequado de restri¢des. Uma relaxacdo lagrangeana da
restricdo surrogate € entdo obtida. Vale a pena mencionar que neste caso o multiplicador
lagrangeano é uni-dimensional.

Considerando-se a aplicagdo de um método subgradientes com a relaxagdo
lagrangeana usual e alagsur, dado um mesmo multiplicador inicial para as duas relaxagOes,
a relaxagdo lagsur nos proporciona um conjunto maior de informagdes locais que a
relaxacdo usual lagrangeana. Uma otimizagdo local do multiplicador lagrangeano da
relaxacdo lagsur é capaz de proporcionar limites locais de melhor qualidade.

A relaxacdo lagsur foi inspirada nos trabalhos de Lorena e Lopes [47] e Lorenae
Narciso [48] observando-se os resultados da aplicacdo das relaxagdes surrogate continua e
lagrangeana para o (PCC) e (PGA), respectivamente. Foi constatado que na aplicacdo de
um método subgradientes, usando o mesmo multiplicador inicial, sobre os mesmos dados, a
relaxagdo surrogate continua proporcionava uma sequéncia mais estavel que a
correspondente da relaxacdo lagrangeana, convergindo mais rapidamente. Além disso, os
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limites obtidos com a aplicagdo da relaxagdo surrogate continua eram t&o bons quanto os

obtidos com a relaxagao lagrangeana.

Para os problemas estudados, isto é o0 problema de cobertura de conjuntos e o
problema generalizado de atribuicdo, as relaxages lagrangeanas consideradas possuiam a
propriedade de integralidade, existindo uma coincidéncia dos limites obtidos com o dual
da relaxagdo surrogate continua e o dual lagrangeano. Mais adiante neste capitulo, com a
definicdo formal da relaxagdo lagsur, iremos mostrar que neste caso, com 0 uso da
relaxagdo surrogate continua, estamos usando ainformacdo local (otimizacdo) em todos os

passos do correspondente método subgradientes.

A relaxagdo lagsur fornece um método gera para trabalhar com relaxagBes que
satisfacam ou ndo a propriedade de integralidade e, em principio, pode ser usada com uma
classe de métodos de subgradientes, conforme sera mostrado mais adiante neste capitulo. A
direcdo do subgradiente € em gera, diferente da fornecida pela diregdo correspondente
dada pela relaxacao lagrangeana.

Conforme pode ser constatado nos resultados reativos as instancias do (PGA) e do
(PCV) (capitulos 4, 5 e Apéndice A), a relaxacdo lagsur € apropriada para problemas com
um grande nimero de varidveis. Quanto maior for o nimero de variaveis do problema,
melhor serd o desempenho da relaxagdo lagsur em relacdo a relaxacdo lagrangeana no que
se refere a tempo de execucdo. Esta comparagdo da relaxacdo lagrangeana com a rel axagao
lagsur é adequada visto que arelaxagdo lagsur € também uma relaxagdo | agrangeana.

3.2 - Formulacao mateméatica da relaxacéo lagsur

Para expor matematicamente a relaxacdo lagsur, vamos considerar novamente o
problema (P), tal como foi definido narelaxagdo no capitulo 2.
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v(P) = mincx
(P) suetoa Ax=Db
Dx£Ee
x3 Oeintero.
Consdere ainda a relaxagdo surrogate (S) de (P) em relagdo ao conjunto de

restricbes Dx £ e, considerando-se um vetor de multiplicadores| = (1 1,1 2, ..., | k) , ondel

30/i=1,.k

V(§)= mincx
(§) suyetoa Ax=Db
IDx -1e£0,
x3 Oeintero.

Desta forma, as k restrigdes de Dx £ e foram substituidas pelarestricdo | Dx - 1 e£ 0. Sga
0 conjunto J definido por J={ x 3 O einteiro| Ax = b }. Relaxando a restricdo de
integralidade, isto € x 3 0 e x € um numero real, estdo teremos a relaxacdo surrogate
continua (Scont; ) ev(Scont; P) £ v(S).

Sgja agora relaxar a restricdo surrogate de (S) no modo lagrangeano. Visto que a
restrico surrogate possui apenas uma dimensdo, precisa-se de um multiplicador de apenas
umadimensdo. Sgjat ® 0 o multiplicador lagrangeano. Desta forma, ap0ds relaxar a restricdo

surrogate, temos a relaxagdo lagsur com a seguinte formulagéo:
V(LS) = min cx-t.(IDx -1e)
(LS) sujetoa xT J
Reescrevendo a fungéo objetivo, temos:

V(LiS) = min (c-tl.D)x+tl.e
(LiS) sujeitoa x1 J

Visto que (L:S ) é umareaxagio de (S ), entdo temos: V(LS ) £ v(S) £ v(P).
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O dual lagsur é dado por

(DLtS) V(DLtS) = Max V(LtS)
sujeito a t.l 3 0.
E imediato que, fazendo-se u=t.I, o problema (DL:S) € o dual lagrangeano (DL)
definido na secdo 2.4.4. Desta forma, os limites inferiores coincidem para o dual lagsur e
para o dual lagrangeano.

Um dual local também pode ser obtido usando-se o lagsur. Para um multiplicador

|, fixado em um valor | *, o mehor valor det parao qual v(L:S ) sga maximo é dado por

(DLtS *) V(DLtS *) = MmaXx V(Lts *)
sujeito a t3 0.
Se o conjunto J satisfaz a propriedade de integralidade, entdo v(DLS*) =
v(Scont; «) (corolario 2.2). Em geral, temos v(L:S) £ v(DL.S*) £ v(DLS) =v(DLy) £
v(P).

Uma caracteristica interessante da relaxagdo lagsur é que, usando-set = 1, tem-se a
relaxacdo lagrangeana usual para a restricdo Dx £ e referente ao multiplicador | . Desta
forma, para t=1, temos:

v(L1S) = min (c-l.D).x+l .e
(LiS) sujeito a xT J

O problema (L1S) em nossa notagdo poderia ser escrito ainda como (L) (vea
secao 2.4.2). Handler e Zang [32] e Minoux [51] propuseram uma forma exata de resolver
(DLS *), e consequentemente obter o melhor valor local do multiplicador t (dado que
V(LS ) £ v(DL:S *)). O custo computacional para se obter o melhor t, conforme a proposta

de Handler e Zang € alto. Entretanto, nem sempre serd necessario se obter o melhor valor
det, bastando obter um valor de t que leve aum resultado melhor do que parat = 1.
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Vamos considerar a figura abaixo, a qual ilustra o comportamento de v(L:S +) em
funcdo det paral * fixo.

V(LS -

V(L]_S *)

7
t1 t* to t
Figura 3.1 - Comportamento da funcéo objetivo da relaxagéo lagsur

Nafigura 3.1, tem-se que afuncdo a ser otimizada na relaxacdo lagsur é concava e
linear por partes (teorema 2.4). Além disso, o valor det = t* que torna v(L.S+) maéximo
Stua-se no intervalo t;<t <t,. Supondo t; =1, se obtivermosum valor de t nointervalo
ti=l<t<t, entdo v(L:S+) > v(L:1S+). O mesmo raciocinio pode ser repetido quando t; =
1. Um agoritmo de busca unidimensional poderia ser empregado aqui, e a obtengdo do
valor de t nos intervalos considerados teria um custo computacional menor que o da

resolucéo de (DL:S *).

O dual lagsur (DL:S) pode ser resolvido usando-se 0 méodo subgradientes.
Localmente, a relaxagdo lagsur pode fornecer melhores limites do que a correspondente
relaxacdo lagrangeana (L, ). As regras de convergéncia do método subgradientes, definidas
no teorema 2.6 do capitulo 2, bem como os resultados de Ermol'ev [19], Poljak [56], Held e
Karp [33,34], também valem para o lagsur.



3.3 - Aplicacéo do algoritmo de subgradientes

Para a aplicacdo do algoritmo de subgradientes apresentado na se¢éo 2.4.4.1, alguns
de seus passos foram reescritos para que o mesmo algoritmo fosse usado com as duas
relaxagies, a lagrangeana e a lagsur. Depois de resolvida a respectiva relaxagdo, sua
solucdo é tornada viavel ao problema (P) aplicando uma heuristica convenientemente
elaborada visando a aplicagéo em estudo. Os limites superior e inferior sdo atualizados e
usados na formula de atualizagdo do passo na direcdo do subgradiente. Alguns critérios de
parada adicionais aos apresentados no algoritmo da secéo 2.4.4.1 podem ser derivados. O
algoritmo de subgradientes foi entéo reescrito como:

Algoritmo de subgradientes - versdo |1

Sgal 3 0,

Fazerlb- -peub = +1

Enquanto { ndo para as condic¢des de parada} fazer
Resolver (Rel). Sgax 1 Jasoluggo Gtima obtida.

Obter uma solucdo viavel Xy para (P) apartir dex; eovalor c. Xy,
Fazer Ib-~ max (Ib, v(Rel)),
ub- min (ub, c.xy).
Atualizar adirecdo do subgradiente g' , 0 tamanho do passo p, e o
multiplicador | ;

Testar condigOes de parada,
fim_enquanto.

Deste algoritmo, algumas consideragdes devem ser feitas:

() A relaxacdo (Rel|) pode ser uma das duas relaxagoes. (L) (lagrangeana) ou
(LtS) (lagsur). O uso da relaxagdo lagrangeana pode ser considerado nesse caso
como a lagsur, onde o multiplicador t foi fixado no valor 1 em todas as
iteragOes do algoritmo de subgradientes - versdo 1. A relaxacdo lagsur envolve
ainda a aplicagdo de um algoritmo para o calculo do multiplicador t . Este
algoritmo pode ser um de busca unidimensional ou eventualmente agquele que
calcula o melhor multiplicador t de uma forma exata (como foi feito no caso
das aplicagdes apresentadas considerando o (PCC) e o (PGA)). No caso da
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aplicacdo do lagsur ao (PGA), que seré descrito no capitulo 4, um algoritmo de
busca unidimensional foi aplicado durante algumas iteragbes do algoritmo
subgradientes - versdo 1. Ja no caso da aplicagdo ao (PCV) o méodo de busca
unidimensional foi aplicado apenas na primeira iteracdo do algoritmo.

(i) A atualizagcdo do multiplicador | e do tamanho do passo é feita da seguinte

manera:
li= max{0,li+pg },i=12..Kk

onde g é o subgradiente sdlecionado e p > 0 é 0 tamanho do passo. O tamanho
do passo mais usado é p = p.(ub - Ib)/|| ¢ |>. O valor de p é um nimero real e
O<p£2. Ovalor dep € variado durante as iteragdes do método dos subgradi entes.
Inicialmente, p comega com o valor 2. Apds um determinado critério ter sido

atingido, p passaaser p/2 (o valor atual é dividido pela metade).

No caso da relaxagdo lagsur, o multiplicador tm.| (onde ty, € o melhor valor do
parametro t obtido por busca unidimensional ou méodo exato) esta sendo
atualizado indiretamente.  Suponha t, calculado na primera iteracdo do
algoritmo de subgradientes - versdo |l, e entdo fixado nas demais iteragOes.
Desta forma, uma correspondente regra de atualizagdo para os multiplicadores
tm.| € obtida substituindo-se p por tm.p (tn € um multiplicador escalar). Por
outro lado, se ty, € calculado em cada iteracdo (ou em algumas iteragBes) do
algoritmo de subgradientes - versdo Il, um efeito semelhante poderia ser
constatado.

(iii) Critérios de parada:
- NUumero deiteracBes > valor convenientemente escol hido, ou
- p £0.005, ou
- ub-Ib<1,0u
- aparteinteirade Ib ndo mudar apds 30 iteragbes consecutivas.

(iv) A direcdo do vetor de subgradientes obtida na solugéo do problema (LS ), € em
geral diferente da correspondente direcéo obtida pela solucéo do problema (L ).
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Iniciando 0 método subgradientes com o mesmo multiplicador inicial | ,

diferentes sequéncias de limites sdo obtidas para cada rel axagao.

(v) Outros méodos subgradientes apareceram na literatura [10,11,14,41,42]. Mais
elaborados, eles aumentam os tempos computacionais computando direcOes
descendentes [14], ou combinando subgradientes de iteragbes anteriores [10,11],
ou realizando projegbes em conjuntos convexos [41,42,44]. Resultados
experimentais com alguns destes méodos mostraram uma mehora no
desempenho quando comparados ao méodo subgradientes [41,44]. O méodo
subgradientes ainda é largamente usado para se obter o dual da relaxacdo

lagrangeana.

3.3.1- Comentarios sobre 0 algoritmo de subgradientes

Este algoritmo tem uma série de fatores que influenciam o desempenho. Estes

fatores sdo:

O tipo de relaxacao do problema. Como exemplo, considere o (PGA), e trés maneiras

diferentes de se usar a relaxagdo lagrangeana (vide proximo capitulo). Observa-se que,
para uma mesma instdncia, o tempo para se resolver o dual de cada tipo diferente de
relaxacdo lagrangeana € diferente e os valores dos limites obtidos também sdo
diferentes.

Os valores iniciais usados para 0os multiplicadores. A convergéncia mais rapida ou

lenta do algoritmo de subgradientes estd4 ligada também aos valores iniciais dos
multiplicadores | . Entretanto, ndo € possivel prever que valor de | inicial seria eficaz

para cada instancia;
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O tamanho do passo. O controle do tamanho do passo é importante, pois pode

influenciar no comportamento da relaxacdo, principamente no que se refere a

estabilidade e convergéncia;

As condicbes de parada do algoritmo. Elas devem ser convenientemente escolhidas de

tal forma que, ao término do algoritmo, a sequéncia de valores fornecidos pela
relaxaco ja tenha se estabilizado.

Controle do valor do parametro "p". Ha casos em que o parametro "p" do tamanho

passo "p" rapidamente diminui. Isto pode comprometer a qualidade do resultado do
dual darelaxacdo em questdo. Como um dos critérios de parada é o valor de p < 0.005,
entdo o algoritmo pode parar antes do algoritmo de subgradientes conseguir um valor
razoavel. Desta forma, € necessario controlar o decaimento de "p" para que este ndo
fique pequeno demais, pois a solucdo final resultante pode n&o ser a melhor que o
algoritmo de subgradientes possa obter.
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CAPITULO 4

4. Problema Generalizado de Atribuicao

4.1 - Introducéo

O problema de se maximizar o lucro (beneficio, rendimento, etc.) ao se atribuir n
tarefasa m agentes, n > m, tal que cada tarefa sga atribuida a apenas um Unico agente,
levando-se em conta as restri¢des de capacidade de cada agente, é conhecido na literatura
como problema generalizado de atribuicdo (PGA). Muitos problemas da vida real podem
ser modelados como um (PGA). Podemos citar como exemplos, problemas de
investimento de capitais [16], alocacdo de espaco de memdria [12], projeto de redes de
comunicacdo com restrigdes de capacidades para cada n6 da rede [16], atribuicdo de tarefas
de desenvolvimento de software para programadores [3], atribuicdo de tarefas a
computadores em uma rede [3], subproblemas de roteamento de veiculos [22] , e outros.
Como uma consequéncia | ogica de sua aplicacdo, um grande esforco tem sido realizado no
desenvolvimento de algoritmos para este problema [39].

Este problema é NP-hard [12,23] e poucas heuristicas existem na literatura para a
resolucdo deste problema de forma a encontrar boas solugdes vidve's. Dentre as que mais se
destacam podemos citar as de Klastorin [43], Martello e Toth [50] e Lorena e Narciso [48].

Em Lorena e Narciso [48] temos alguns resultados da relaxacdo lagrangeana e
também da relaxagdo surrogate continua aplicadas ao (PGA). Com instancias do (PGA),
obtidas da OR-Library [8], foram comparadas as duas relaxacdes (surrogate continua e
lagrangeana) e a relaxagdo surrogate continua mostrou-se ser melhor tanto em tempo
computacional como em limites de relaxagdo. A sequiéncia de limites de relaxagéo obtida
com a aplicacdo do algoritmo de subgradientes - versdo |1, mostrou-se mais estdvel no caso

da relaxagdo surrogate continua.
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A aplicagdo do trabalho de Lorena e Narciso se restringiu a relaxagdo lagrangeana
do (PGA) apresentada na sessdo 2.4.3. Neste caso particular de relaxacdo das restricoes de
capacidades, o problema resultante apresenta um conjunto de restricbes que satisfaz a
propriedade de integralidade, onde foi usado um algoritmo exato de resolucdo do dual
(DL{S *) (resumido na sessdo 2.5.3.2).

Nesta sessdo, serdo usadas trés relaxagoes diferentes para o (PGA). O desempenho
da relaxacdo lagrangeana e da relaxagdo lagsur sera mostrado para um conjunto maior de
instancias para o (PGA), incluindo instancias de grande porte, todas obtidas da OR-Library
[8]. Duas das relaxaghes ndo apresentam a propriedade de integralidade e
conseguentemente seus limites sdo melhores que os do trabalho de Lorena e Narciso [48].
Além disso, um algoritmo de busca unidimensiona foi usado para o calculo do melhor
parédmetro lagsur em algumas iteracBes do algoritmo subgradientes-versdo Il. A heuristica
construtiva, que torna a solugdo da relaxacéo viavel, foi melhorada. Os resultados foram
melhores que os do trabalho de Lorena e Narciso [48], tanto em limites de relaxagles
guanto nos de solucles viadveis, e estdo apresentados em um artigo recente (Narciso e
Lorena[53]).

4.2 - Relaxagbes lagrangeanas e lagsur

O (PGA) foi formulado matematicamente na sessao 2.4.3, e sera rdembrado aqui
para melhor continuidade do texto:

m n
V(PGA) = max a a  pijX
=1 j=1
(PGA)
n

Sujeitoa a Wij.Xiiji, IT M :{1 ..... m} (4.1)
j=1
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xj=1, jT N={1,...n} (4.2)
1

Il e 3

x;1 {01},iT M,jT N (4.3)

As restrigfes (4.1) impBem que os pesos dos itens escolhidos ndo devem exceder a
capacidade de cada mochila e as restri¢des (4.2) impdem que cada item deve ser atribuido a

somente uma mochila

A relaxacdo lagrangeana aplicada ao (PGA) pode ser vista inicialmente de duas
maneiras, isto é relaxando-se as restricbes das capacidades (4.1) ou relaxando-se as
restricoes de atribuicdo (4.2). Vamos consderar inicialmente a relaxagdo das restrigdes
(4.2), reproduzindo a relaxacdo usada em Lorena e Narciso [48] e também apresentada na
sessdo 2.4.3.

Sgjal um vetor de multiplicadores| ;3 Oeil M. A primeira relaxacso lagrangeana
sera

3

n
V(LLCcPGA)= max & a

o

m
{(ij- Ti- wixij} +& & 1jgj
1j=1 i=1j=1

|
(Li cPGA)
sujeito a (4.2) e(4.3);

e para um multiplicador multiplicador t 3 0, a correspondente lagsur

Om On !;n On
V(Lt§ cPGA) =max a  a {(pjj- thj. wjjxjj} +a a tlj.gj
i=1j=1 i=1j=1
(Lt§ cPGA)
sujeito a 4.2) e (4.3

Para a segunda relaxagio consideram-se outros multiplicadores| ;T A eji N.
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n
(pij +19)xjj} - a

m - n
v(LiaPGA)=max a a { I i
=1 J:]_

i=1

(L, aPGA)
syjeitoa (4.1) e(4.3);

e acorrespondente lagsur (para t irrestrito neste caso)
m N n
V(Lt§ aPGA)=max a a {(pij +tl i)-Xij} - a t.Ij
i=1 j=1 ji=1

(LtS aPGA)
sujeitoa (4.1), (4.3)

Para a resolucio de (L aPGA), basta verificar que, para cadai I M, existe um
problema da mochila a ser resolvido. Desta forma, podemos decompor o problema como:

n
v(Lj aPGA) =max &  {pjjxij + | j.(1-. X))}
j=1

(L| aPGA);
sujeitoa (4.1) e(4.3)

O valor dev(L| aPGA) seria 0 somatorio dos valores dos m problemas da mochila, isto €,

m
v(L| aPGA) - & v(L| aPGA);
=1

Uma interpretacdo semehante podera ser dada no caso da relaxagdo lagsur,

considerando-se t fixo.

Das duas relaxacOes diferentes apresentadas até agora temos a seguinte relacao:

v(L| aPGA)£v(L| cPGA) (propriedade de integralidade). Nos resultados obtidos com
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instancias do (PGA), descritos no apéndice A, isto pode ser visto claramente. Entretanto, a
relaxagdo (L] aPGA) é de mais dificil solugdo que a relaxagéo (Lj cPGA), visto que m
problemas da mochila deverdo ser resolvidos para se determinar o valor de (L} aPGA). Para
0 caso de (L] cPGA), o problema se resume o de escolher, para cada j, 0 maior valor de (pij
-1 iWij)' parai variando de 1 a m (idem para a correspondente lagsur com t fixo) e, desta

forma, este problema é resolvido de forma exata. Vale a pena mencionar que o problema da
mochila deve ser resolvido de forma exata. Para resolver de forma exata os m problemas da
mochila, tém-se varias opgdes de agoritmos na literatura. O algoritmo usado para se

determinar os m problemas de forma exata foi 0 proposto por Horowitz e Sahni [50].

Em 1986, Jornsten e Nasberg [38] propuseram uma nova relaxacdo lagrangeana que
combina as relaxagoes (L] aPGA) e (L cPGA). Esta nova relaxacéo esta descrita a seguir.

Sgja 0 seguinte problema:

m p m n
VUN)=max aa a Pij-Xij +b a a Pij-Yij
i=1 j=1 i=1 j=
(IN)
sujeito a (4.1
m -
& yjj=1j1 N={1,..n} (4.4)
i=1

Yij = Xij» parai ={1,..m} ej ={1,....n} (4.5
xijT {0,iT M,jT N (4.6)

yijT {0,3,iT M,jT N (4.7)

Na expressdo da funcdo objetivo, a e b sdo positivos. Pode-se afirmar também que
V(IN) = (a+b).v(PGA). Se a+b=1, entéo tem-se que v(IN)=(a+b).v(PGA)=1.v(PGA) =

V(PGA). No apéndice A, e resumidamente neste capitulo, sdo apresentados uma série de
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resultados obtidos com a proposta de Jornsten e Nasberg. Para estes resultados, os valores

dea eb sdoiguaisa0.5.

Para um multiplicador | (cujos componentes | ij S80 nUmeros reais), relaxando as

restrigoes (4.5) conforme a relaxagdo lagrangeana, teremos:

mn AL\ m a
VLpIN)=max [aa  a pjXjj *ba a pijyij + a a lijlyjj - X))l
i=1j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
(L IN) sieitoa  (4.1), (4.4), (4.6) e(4.7).

Considerando ainda um multiplicador t (irrestrito em sinal), tem-sea

correspondente relaxacado lagsur

m N mn mn
V(LS IN=max [aa & pjjxjj +b & pij-yij + a a thjjlyij - xjj)l
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

LS IN)  suetoa (4.1), (4.4), (4.6) e (4.7).

O problema (L JN) podem ser separado em dois outros problemas, (L| XJIN) e
(L} YIN). O primeiro esta descrito a seguir.

V(L] XIN) = max

m-n
a a
i=1 ]

(@.pjj - Lij)-xjj
1)=1

(L} XIN) sujeitoa (4.1) e (4.6)

O segundo problema  tem a seguinte formulagdo matemética:

n
& (b.pjj +1'ij)-yij
1j=1

v(L| YIN) = max

I Qo3

(L} YIN) sujeitoa (4.4) e(4.7)



Observe que o primeiro problema apresenta o conjunto de restrigbes variaveis Xjj € 0
segundo com as variavels Yij- Além disso, temos que v(L| IJN) = v(L| YIN) + v(L| XJIN),
conforme descrito em Jornsten e Nasberg [38]. Esta relaxagdo lagrangeana € também

conhecida como decomposi ¢éo lagrangeana [ 38].

Os problemas acima sdo semelhantes aos descritos nas relaxagdes anteriores e sdo

resolvidos da mesma forma descrita para essas rel axagoes.

A relaxagdo (L JN) tem a caracteristica de obter limites melhores que as relaxagdes
(L} aPGA) e (L] cPGA). Entretanto, a convergéncia é bem mais lenta. Isto foi comprovado

nos resultados obtidos com os problemas testes para o (PGA). Maiores informagdes sobre a
relaxacao descrita acima pode ser vista em Jornsten e Nasberg [38].

Cada uma destas relaxagdes foi comparada com a respectiva relaxagado lagsur e os
resultados computacionai s estéo apresentados na segdo 4.6 e no apéndice A.

4.3 - Busca unidimensional

Nas trés relaxagdes lagsur propostas para o (PGA), uma busca local foi empregada
para se aproximar o melhor valor det. Paraum dado | fixo, temos que a fungéo objetivo da
relaxagdo lagsur € linear por partes. A figura 4.1 ilustra, qualitativamente, o
comportamento da funcdo v(L:S PGA) versus t. Observe que a funcdo v(L:S PGA) € linear

por partes (teorema 2.4).
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V(LS PGA)

t*

-V

Figura4.1 - comportamento da funcdo v(L.§ PGA)

N&o existe uma expressao analitica que obtenha o melhor valor det diretamente tal
que minimize v(L:S PGA). No capitulo 3 foram citados Minoux [51] e Handler e Zang
[32], os quais propuseram métodos para se obter esse valor.  Entretanto, estes méodos
consomem muito esforco computacional. Desta forma, como foi descrito no capitulo 3,
busca-se uma forma alternativa de se obter um valor det tal que v(L:S PGA) < v(L1S PGA)
eestevalor det sgja 0 mais proximo possivel do melhor valor de t em poucas iterages.
Existem na literatura uma série de propostas para se obter o valor de t quando se conhece o
intervalo no qual ele se encontra. Entretanto, para o caso do lagsur, ha de se levar em conta
o fato de que ndo se sabe previamente um intervalo no qual t estgja contido. Desta forma, €
necessario obter t através de um método que sga independente dos valores de um
intervalo. Uma proposta de se obter um valor det € descrita a seguir:

1. Definaum valor detinicia t =to. Calculeo valor do lagsur para este t=ty.
2. Seainclinagdo da funcdo v(L:S PGA) for negativa, isto indica que o valor de

t* émaior quet. Destaforma, um possivel limite inferior do intervalo no qual t*
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estdét;=t. Seainclinacdo da funcdo v(L:S PGA) for positiva, isto indica
gueovalor de t* émenor quet. Destaforma, o limite superior do intervalo
no qual t* estaét,=t.
3. Conforme a avaliagdo do passo 2, o valor det deverd sofrer um acréscimo ou
um decréscimo para uma nova avaliagdo do lagsur. Apos calcular este novo
valor parat, entdo voltar para o passo 2 caso o critério de parada ndo
sgja satisfeito. Em cada iteracdo deste método, verificar qual é o menor valor
de v(L:S PGA) e guardéa-lo. Quando o critério de parada for atendido,

tem-se entdo o menor valor de v(L:S PGA) e o respectivo valor det.

Em relacdo ao critério de parada, parao (PGA), levou-se em consideracao:
o limite méximo de iteragles e
adiferencaentret; et; ser menor qued, d € definido conforme

0 grau de precisao gue se queira obter para se obter t*.

Para o (PGA), usando uma s&rie de instancias, observou-se que, para uma média de
11 iteragOes, a diferencaentret, et; tornava-se menor que 0.05. Entretanto, isto custa uma
quantidade considerdvel de tempo. Desta forma, para os testes feitos para o (PGA), o limite

maximo de iteragOes para se obter o melhor valor det foi 5 eovalor ded foi 0.10.

Feitas as consideragdes acima, pode-se entdo descrever o algoritmo de busca do
melhor t que foi usado parao (PGA).
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Algoritmo de busca do melhor t

Dados incremento = 0.10;

k_max = 5 (nimero maximo de iteracdes);
ty:= -¥ (limiteinferior para o melhor t);
t := incremento ( multiplicador lagrangeano/surrogate atual);
to:= ¥ (limite superior para o melhor t);

v* := (melhor limite

inferior atual). Inicialmente, v* := +¥ ;

k := 0 ( nimero de iteracBes atual);

delta = 0.10;

Repita
Fazer k:= k+ 1;

Se k>k max ou (t2-t)) < delta entdo pare;
Sendoresolva (LS PGA)

Fim_Se

Se V(LS PGA) < v* entdo

Fazer melhor t=t,

v* = V(LS PGA);

Fim_Se

Calcule W' (WI éainclinacdo da funcéo lagsur);

Sew' > 0entdo

senao

Fim_Se
Até ( condicBes de parada ).

=1t

t = t - incremento;

Se t11 -¥ (t;jatemvalor definido) entdo
incremento = (i - t1)/2.0;
t = t + incremento;

Fim_Se

1=t

incremento = incremento* 2;

t = t + incremento;

Se t3 t, entdo
t = t - incremento;
incremento = (t - t1)/2.0;
t =t + incremento;

Fim_Se
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O valor dainclinagdow para cadaum dos tres casos é o seguinte:
1) paraquando arestricéo relaxada for a das capacidades

m n
gl gl |i.Wij.Xij)
i=1 j=1

m n
|j - a gl | i-Xij)
1 i=1 j=1

3) paraquando arestricdo relaxada for a proposta por Jornsten e Nasberg

m n
V\) = gl gl | ij.(yi,- - Xij)
i=1 j=1

4.4 -Heuristica usada para fornecer solucéo viavel ao (PGA)

Em Lorenae Narciso [48] foi descrita uma heuristica que era usada para se resol ver
o (PGA) e fornecer uma solugdo vidvel. Esta heuristica, na média, com insténcias
conhecidas como classe C, as quais tém solugdo étima conhecida, forneceu resultados
muito préoximos da solugdo Gtima para cada instancia considerada. O maior desvio em
relacdo a solugdo dtima foi de 0.5%. Para as classes A e B, esta heuristica praticamente
obteve todas as solugles dtimas. A idéa desta heuristica é, partindo-se da solucdo obtida
através de uma relaxacdo, tentar torngla vidvel através de uma série de critérios. Esta
heurigtica foi melhorada (adicionando mais uma etapa, a qual esta descrita no algoritmo a
seguir como etapa 5) e usada para se obter a solugdo viavel para cada instancia do (PGA).



59

Para cada restricdo relaxada, a heuristica tem um determinado critério. Considerando-se a

relaxacgao das capacidades, tem-se as seguintes etapas do algoritmo

1. Verificar quaisforam as restri¢des de capacidade que ndo foram atendidas,

2 . Nas restrigdes de capacidades ndo atendidas pela solugéo fornecida
pelarelaxacdo retirar, em ordem crescente, pj tal que x; sgaigual al até
gue as restri¢des de capacidades voltem a ser atendidas. Aposisto,

algumas restri¢des de atribui¢ao ficam sem ser atendidas.

3. Inserir, em cada colunaj, naqual arestricdo de atribuicdo ndo sgja atendida,
omaior valor de p; possivel tal que a restrigéo das capacidades ndo sejam

violadas;

4 . Caso consiga viabilizar todas as restrigdes de atribuicdo sem violar as restrigdes
de capacidade, entdo melhorar a solugéo conforme a proposta de Martello e

Toth [50] modificada ( vide em Lorena e Narciso [48]).

5. Sen&o conseguir viabilizar, repetir os critérios de 1 a4 com ateragdo no
critério 2. A ateragéo seria, nas restri¢des de capacidades ndo atendidas,
retirar, em ordem crescente de p;/w;; tal que x;; = 1, p;; até que as restricoes

de capacidade sgjam atendidas;

6 . Sendo conseguir viabilizar, repetir os critérios de 1 a4 com alteracdo no

critério 2. A alteragéo seria, nas restri¢des de capacidades ndo atendidas,
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retirar, em ordem decrescente de w;; tal que x;; = 1, pjj até que as restricdes

de capacidade sgjam atendidas;

7 . Sendo conseguir viahilizar, entdo usar uma heuristica qualquer para obter

a solucdo vidve tal que a solugéo seja funcéo do multiplicador |1 .

O agoritmo para os primeiros 4 critérios acima, quando a restricdo relaxada € a das
capacidades, € 0 seguinte:

Algoritmo solucéo viavel para o PGA

Fazer z :=Xj; i = 1,....,m(zrecebe a solugio X da relaxagéo)
knapi = bi - Wi Xij; j =1,...n
Repitapara i = 1, 2,.....,m
Se knap; < 0 entéo
j’ := indicedemin { p; | z= 1}
K:={k| (knapg-w)30;, q=1,2,....,mqt i}
SeK t & entéo
i* := indice de max { py+ | kT K};
zj+ 1= 0
Zxjx 1= 1;
knap; := knap; + Wij+;
knapi := knapx - Wjx;
fim_Se
fim_Se
fim_Repita

Repitapara i = 1, 2,.....,m
Se knap; < 0 entdo va para o passo 5;
{ Os 4 primeiros passos do algoritmo n&o encontraram uma solugao}
fim_Se
fim_Repita
Melhorar a solugédo viavel com a Segunda parte do algoritmo
Proposto por Martello e Toth modificado
(vide Lorena e Narciso[ 48] e Narciso[52])
Parar
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Quando a restricdo relaxada for a da atribuicdo, o procedimento é andlogo. As
etapas do algoritmo sdo as seguintes:

1. Verificar quaisforam as restri¢oes de atribui¢do que ndo foram atendidas,

2 . Nasrestrigdes de atribuicéo ndo atendidas pela solugdo fornecida pela rel axagao,
tem-se duas situagdes: & xj=0o0u & x;>1parail M eumdadoj* 1 N.
Sea xj» > 1, retirar, em cada coluna j* e em ordem crescente, pjj-
tal que x;j sgja igual a1 até que arestricdo volte a ser atendida
(& xj» = 1). Cadavez quepj- éretirado, x> muda o valor de 1 para 0.
Sea xj = 0, entdo inserir, em ordem decrescente, um valor de pj tal
gue as restricoes de capacidades ndo sgjam violadas e, se houver sucesso,
mudar o valor de x;j de 0 para 1. Apos verificar todas as restrigoes de
atribuicéo ndo atendidas e tentar atendé-las, verificar setodas as restrigoes
de atribuico e das capacidades foram atendidas, e entdéo melhorar a
solugdo obtida usando a heuristica de Martello e Toth modificada.

ApGsisto, parar. Se agumarestricdo ndo foi atendida, ento ir para o passo 3.

3. Repetir o passo 2, alterando p;+ para pij+/wi-. Desta forma, temos que:
Sea xj > 1, verificar, em cada coluna j* e em ordem crescente de pij+ /wij,
ovalor de pj tal que X+ sgja igual a 1. Se i+ = 1, retirar pij
( e consequentemente, fazer x;; = 0) até que arestrigdo volte a ser
atendida (& xij+ = 1).

Sea xj = 0, entdo inserir, em ordem decrescente de pjj /wij, um valor

de pjj+ tal que as restrigoes de capaci dades ndo sgam violadas e, se
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houver sucesso, mudar o valor de x;+ de O para 1. ApGs verificar
todas as restrigdes de atribuicdo ndo atendidas e tentar atendé-|as,
verificar setodas as restri¢oes de atribuicéo e das capacidades foram
atendidas, e entdo melhorar a solucdo obtida usando a heuristica de
Martello e Toth modificada. ApGsisto, parar. Se algumarestricdo

néo foi atendida, entdo ir para o passo 4.

. Repetir o passo 2, aterando pi paraw;-. Desta forma, temos que:
Sea xj > 1, verificar, em cada coluna j* e em ordem decrescente de wij,
o valor de pj tal que X+ sgja igual a 1. Se i = 1, retirar pij

( e consequentemente, fazer x;; = 0) até que arestrigdo volte a ser
atendida (& xij+ = 1).

Sea xj = 0, entdo inserir, em ordem crescente de wjj, um valor

de p;j+ tal que as restrigoes de capaci dades ndo sggam violadas e, se
houver sucesso, mudar o valor de x;+ de O para 1. ApGs verificar
todas as restri¢des de atribui¢do ndo atendidas e tentar atendé-|as,
verificar setodas as restri¢oes de atribuicéo e das capacidades foram
atendidas, e entdo melhorar a solucdo obtida usando a heuristica de
Martello e Toth modificada. ApGsisto, parar. Se algumarestricdo

néo foi atendida, entdo ir para o passo 5.

. Se ndo conseguir viabilizar, entdo usar uma heuristica qualquer para obter

a solucdo viéve tal que a solugéo seja funcéo do multiplicador |1 .



63

Para a relaxacdo proposta por Jornsten e Nasberg, para se obter a solugéo vidvel a
partir da solucdo fornecida pela relaxacdo, foi usada a heuristica que leva em conta a
solugéo fornecida pela relaxacdo da atribuicdo pois esta tem um valor mais proximo da

solugdo Gtima (v(L| aPGA)Ev(L| cPGA), conforme visto anteriormente).

4.5 -Resultados

Para verificar o comportamento das relaxagoes lagsur e lagrangeana com o (PGA)
foram usadas instancias obtidas da OR-Library [8]. Os resultados obtidos estdo dispostos,
nesta secdo, em duas tabelas. A primeira tabela contém insténcias consideradas de pequena
e média escala. A Segunda tabela contém instancias consideradas larga escala. A seguir,

estdo descritas as duas tabel as com a média dos resultados obtidos.

A tabela 1 apresenta os resultados computacionais usando um conjunto de 12 tipos
diferentes de problemas. Cada tipo de problemas possui uma dimenséo m x n e 5
instancias diferentes. Os valores de m x n sdo: (5 x 15), (5 x 20), (5 x 25), (5x 30), (8 x 24),
(8x 32), (8 x40), (8x48), (10 x 30), (10 x 40), (10 x 50) e (10 x 60). Apenas aclasse C de
problemas da OR-Library foi usada por ter todas as solugbes Gtimas conhecidas e os
resultados estédo dispostos como uma média, para cada problema, das 5 instancias
diferentes. Os resultados computacionais foram obtidos usando-se um PC486DX2 e todos
os algoritmos foram codificados em linguagem C. A notacdo em cada coluna é a seguinte:

tempo :=tempo final, em segundos, obtido pela heuristica;

iter. = nUmero de vezes que a relaxacdo lagrangeana foi resolvida;
gapl = ((solucdo 6tima) - 1b) / (solucdo 6tima) ;

gap2 = (ub- (solugdo 6tima)) / (solugdo étima) ;



gap2 = 5%,...,0.5% := tempo computacional para o gap2 obter 5%, 4%, 3%, 2%,
1% and 0.5%.

Em gapl, Ib significa limite inferior e em gap2, ub significa limite superior, tal
como definido no algoritmo de subgradientes, versdo 1. Quando as porcentagens do gap2
sdo alcangadas, elas refletem o desempenho da relaxacdo sem a influéncia dos testes de
parada. Os nUmeros entre parénteses representam o nimero de problemas que a

correspondente rel axagéo al cangou a dada porcentagem de gap2.

Vale a pena mencionar que, para a relaxacdo lagsur, o mehor valor de t foi
calculado até que fosse repetido em 5 iteragbes seguidas. A partir dai foi fixado nesse
ultimo valor. Para arelaxacdo lagrangeana, t foi fixado para 1 em todas as iteragoes.

Relaxacdo tempo |iter. | gapl | gap2 | gap2 | gap2 | gap2 | gap2 | gap2 | gap2
(seg.) x10° | x10° | =5% [=4% | =3% |=2% |=1% | =0.5%

L1SjcPGA [199 [300 |387 |1116 [010 [041 [014 [0.16 [050 |0.89
(12 112 |12 11 |0 (@

LtS|cPGA | 112 |196 |528 |1124 [009 |009 [010 |010 [016 |0.26
(12 112 |12 11 |0 (@

L1§ aPGA 1232 | 192 (084 |176 |259 |281 |[3.09 |348 |430 |6.09
12 (12 | (12 ((12 |[(12) |(12)
LtS aPGA 1518 | 248 (090 |182 |224 |238 |261 |331 |752 |865
12 (12 |(12 ((12 |[(12) |(12)

L1S N 4645 [444 095 [476 |412 [618 |9.72 |16.76 | 2132 | 24.29
(120 112 (12 [ (12 |12 (8
LtS) N 2862 |370 |037 |238 |211 [298 |476 |9.60 |1058 |10.60

12 (12 |(12 ((12 |[(12) |(12)

Tabda4.1 - resultados computacionais para instancias pequenas (classe C de problemas).
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A tabela 4.2, a seguir, mostra a média dos resultados obtidos para os problemas
considerados de larga escala. Foram utilizados 24 tipos de problemas com dimensdes
diferentes. Estes problemas sdo conhecidos como problemas de classes A, B, C, e D. As
dimensdes de cada um destes problemas sdo: (5 x 100), (5 x 200), (10 x 100), (10 x 200),
(20 x 100) e (20 x 200). Os numeros em cada campo da tabela 4.2 representam os valores
médios obtido. Estes testes foram executados em uma maquina SUN SPARC 5, com

compilador C.

Relaxacdo tempo |iter. | gapl | gap2 | gap2 | gap2 | gap2 | gap2 | gap2 | gap2
(seg.) x10° | x10° | =5% [=4% | =3% |=2% |=1% | =0.5%

L1§ cPGA 9.15 232 | 158 | 223 |150 |155 |160 |166 |183 |204
(22) (22) [(22) [(22 |(22) |[(22) | (21) | (19

LtS cPGA 2.60 148 248 |[245 |080 |080 |080 |080 |086 |0.88
(24) (24) [(24) (24 (24 |24 |23 | (21)

L1S§ aPGA 18454 | 534 (044 | 224 |3588 | 376 |39.63 |44.64 | 4855 | 52.37

(17) 17 | @0 @ |@n |6 | @6 | (16)
LtS| aPGA | 11583 | 433 | 030 | 100 |14.15 | 1476 | 1551 |17.43 | 19.20 | 2253
(23) 23) | (23) |(23) |(23) |(23) |(23) | (22
L1S N 248.44 | 600 | 250 |[16.12 | 3595 |42.72 | 2457 | 30.60 | 2359 | 19.52
(13) 13 1@ (13 (@ |6 (6 |@
LtS) N 278.83 | 541 | 118 |494 | 980 |1141 |806 |9.90 |839 |9.61
(21) 1) | (1) |(0) |9 |18 |@5 | (13

Tabela 4.2 - Resultados computacionais para problemas de larga escala.

Os resultados acima, para problemas de larga escala, foram obtidos com um limite

de 600 iteragBes. Para computar 0 gapl e 0 gap2 era necessario saber o valor da solugéo
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6tima de cada insténcia. Entretanto, para as insténcias usadas, ndo se conheciam as sol ugdes
Gtimas. As solugdes Gtimas foram determinadas antes de se executar os testes. Para isso,
cada insténcia foi usada nas duas relaxacoes (lagsur e lagrangeana) para cada uma das 3
propostas descritas anteriormente (Jornsten e Nasberg, relaxacdo da restricdo de atribuicéo
e relaxacdo da restricao das capacidades), totalizando 6 testes com a mesma instancia. Para
cadainstancia, usou-se o critério de parada (ub - Ib) < 1 e um ndmero maximo de iteragdes
igual a 2000. Quando se obtia (ub - Ib) < 1, entdo a solucdo étima era obtida. Quando n&o
seobtia (ub - Ib) < 1, era usada a melhor solugdo viavel encontrada para os 6 testes com a
instdncia. As solucdes obtidas para cada instancia estéo abaixo e os valores marcados com

(*) sdo solucdes Gtimas.

A5X100 ® 4456 (¥) A5x200 ® 8788 (¥) A10x100 ® 4700 (¥)
A10x200 ® 9413 (¥) A20x100 ® 4857 (¥) A20x200 ® 9666 (*)
B5x100 ® 4008 B5x200 ® 8502 B10x100 ® 4633 (*)
B10x200 ® 9255 B20x100 ® 4817 (*) B20x200 ® 9670
C5x100 ® 4411 (¥) C5x200 ® 8347 C10x100 ® 4528
C10x200 ® 9247 C20x100 ® 4784 C20x200 ® 9611
D5x100 ® 9147 (¥) D5x200 ® 18750 (¥) D10x100 ® 10349 (*)
D10x200 ® 20562 (*) D20x100 ® 10839 (*) D20x200 ® 21733 (*)

A seguir, para ilustrar o comportamento do dual das relaxagOes lagrangeana e
lagsur, relaxando-se as restrigdes das capacidades, atribuicdo e a da proposta de Jornsten e
Nasberg, tem-se os gréficos abaixo. A instncia usada para as trés diferentes formas de
relaxacdo foi a de classe C, com dimensdes 5 x 100.
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Figura4.2 - Gréfico L1S aPGA versus iteracdo
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Figura 4.3 - Gréfico LS aPGA versus iteracéo
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Figura4.4 - Gréfico L1S JN versus iteragéo
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Figura4.5 - Gréfico LS JN versus iteracdo
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Figura 4.6 - Gréfico L1S cPGA versus iteracdo
LtS|CPGA
4530
4510
4490 +
4470
4450 ~
4430 A
N
4410
— M IO N~ O 4 M IO M~ O 4 M 1O N~ O 4 M
N < © 00 d MO IO ™~ O N < ©O 0 O M 1o~
1 4 +d «+d 4 AN N N N MO MO O ™M
iteracao

Figura 4.7 - Gréfico LS cPGA versus iteracéo
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4.6 - Comentarios sobre os resultados obtidos para o (PGA)

Em relacdo a 600 iteragdes, a relaxacdo LS aPGA obteve melhores resultados do
gue as outras duas (LS cPGA e LS JN) paragapl e gap2. Entretanto, se o limite maximo
de iteragOes fosse maior, a relaxagdo LS JN obteria melhores resultados. Isto pode ser
visto no Apéndice A, para as tabelas contruidas para o L+S JN para 1200 iteracOes. Nestas
tabelas, nota-se claramente que a relaxacdo LS JN obtém um valor melhor para gapl e
gap2. A desvantagem desta relaxacdo proposta por Jornsten e Nasberg é a convergéncia
lenta. Observou-se, portanto, que, conforme a restricdo a ser relaxada, os resultados
podem mudar significativamente.

Os testes com instancias maiores refletem de uma forma mais intensa 0 ganho em
tempo computacional da relaxagdo lagsur ( (LS aPGA), (LiScPGA) e (LiSJN) ) em
relacdo a relaxacdo lagrangeana (L1S aPGA, L1S cPGA e L1S JN). Isto também ocorreu
com os valores dos limites obtidos, principa mente com os problemas mais dificels (classes
CeD).

Para os problemas da classe D, considerados mais dificeis, a relaxacdo lagsur
mostrou ser mais eficaz para se encontrar limites superiores do que a relaxagéo
lagrangeana.

A relaxacdo lagsur, dentro de um mesmo nimero maximo de iteracfes, encontrou
mais valores do que a relaxacdo lagrangeana para todos os testes realizados para 0s
problemas maiores (classes A, B, C e D) e em um tempo menor, na média. Isto pode ser

comprovado mais claramente nos resultados dispostos no Apéndice A.
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Nos graficos apresentados, verifica-se que, para as relaxagbes (L1S aPGA) e
(L1S JIN), as sequéncias de limites lagrangeanos oscilam pouco e ainda menos que as
correspondentes sequéncias do lagsur . Portanto, neste caso, 0 modo de emprego do lagsur
nao estabilizou suas sequéncias de limites, refletindo o fato de que a busca unidimensional
para 0 melhor t foi realizada em apenas algumas iteragbes (iniciais) do algoritmo de
subgradientes, versao |l. Mesmo assim, o0 uso da informag&o local do lagsur foi suficiente

para o ganho computacional obtido.

No caso da relaxagdo (L1S cPGA), verificou-se grande oscilagdo na sequéncia de
valores lagrangeanos. Nesse caso, a relaxagdo lagsur (LS cPGA) atenuou um pouco esta

oscilagdo e também um obteve um ganho computacional significativo.

O algoritmo empregado para a busca unidimensional do mehor t poderia ser mais
elaborado, mas o objetivo de ganho de tempo computacional seria prejudicado neste caso,
pois um algoritmo elaborado exigiria mais avaliagdes de v(L:S PGA). Quando o melhor t
repetiu e foi fixado nas iteragbes seguintes, o efeito da busca local se propagou nas

proximas iteragdes e se mostrou benéfico em relagédo a convergéncia do lagsur.



72

CAPITULOS

5 - Problema do Caixeiro Viajante Simétrico

5.1. Introducéao

Suponha que um caixeiro, a partir de sua cidade de origem, precise visitar um
conjunto de n - 1 cidades. Cada cidade devera ser visitada somente uma vez. Apdés visitar
todas as n - 1 cidades, entdo o caixeiro devera voltar a sua cidade inicial. O caixeiro podera
escolher a primeira cidade a ser visitada, a segunda, e assm por diante. Entretanto, caso o
caiXeiro queira economizar tempo e energia (ou ainda gasolina, recursos, €tc.), entdo ee
deve procurar o menor caminho tal que todas as cidades sgjam visitadas somente uma vez
e entdo retornar para a sua cidade de origem. Se o caixeiro sabe a distancia entre as cidades,
entdo ele pode encontrar 0 caminho mais curto para a sua viagem simplesmente por
comparar todas as maneiras possivels de se visitar as n - 1 cidades e voltar. Entretanto,
admitindo-se que exista sempre um caminho ligando uma cidade a outra, a medida em que
0 numero de cidades vai crescendo, 0 nimero de maneiras de se visitar todas as cidades
cresce também. O problema de se determinar o caminho mais curto tal que todas as cidades
sgiam visitadas uma vez é conhecido como Problema do Caixeiro Viajante (PCV) e é
considerado um problema classico da Otimizagdo Combinatéria

Se um caixeiro deve visitar n cidades, contando com a cidade de origem, entéo o
numero de maneiras de se visitar todas as n cidades € dado por (n-1)!. Isto pode ser visto da
seguinte maneira. Se 0 caixeiro esta na cidade 1, entdo para ir a cidade 2, exitem (n-1)
maneiras, pois restam (n-1) cidades. Para ir da cidade 2 para a cidade 3, exisem (n-2)
maneiras, visto gque restam (n-2) cidades. Para ir da cidade 3 para a cidade 4 existem (n-3)
maneiras. O raciocinio prossegue até que, para ir da cidade (n-1) para a n-ésma cidade
exita apenas um caminho. Desta forma, o nimero de maneiras de visitar todas as cidade

apenas uma vez é dado por (n-1).(n-2).(n-3)....1 = (n-1)!. Desta forma, se 0 nimero de
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cidades a serem visitadas for 5, entdo teremos 24 possibilidades (4! possibilidades) de
vistar todas as cidades. Se, entretanto, o nimero de cidades for 1001, o niumero de
possibilidades serd dado por 1000!, o que é muito eevado, tornando-se inviave
contabilizar todas as possibilidades. Com estas consideragfes, para se encontrar 0 menor
caminho para visitar todas as cidades, deve ser feito um procedimento tal que néo se
necessite conferir todos os caminhos possivels, a menos gue o nimero de cidades sgja 3, 4,
ou 5, por exemplo.

O (PCV) é NP-Completo (Noschang [54], Lenstra et al [45]). Desta forma, € pouco
provavel que qualquer algoritmo, por mais eficiente que sga, encontre um caminho étimo
guando o nimero de cidades for grande e, além disso, a execucdo sgja rgpida. Embora sgja
dificil encontrar solugdes Gtimas para o (PCV), quando o nimero de cidades é muito
grande, com 0 uso de heuristicas (métodos ndo exatos), é possivel encontrar solugdes
vidveis que sgiam muito proximas do 6timo. Além de se poder encontrar solucdes viaveis
proximas da solugdo Gtima, é possivel encontrar também uma solugdo néo viavel que
forneca um limite inferior a solucdo 6tima do (PCV) em questdo. 1sto pode ser feito atraves
de uma relaxacdo. Desta forma, a relaxagdo seria um limitante inferior e a solugéo viave
dada por uma heuristica seria um limitante superior da solugdo étima do problema. Com
estes limites, podemos entéo obter a solucdo 6tima usando métodos exatos.

Uma das relaxag0es usada com sucesso para se encontrar o limite inferior da
solucdo Gtima para o (PCV) foi a proposta de Held e Karp [33,34]. Em 1970 e 1971, Held e
Karp publicaram trabalhos nos quais experimentaram a relaxagdo lagrangeana para
fornecer limites inferiores para a solugdo Gtima de problemas do caixeiro vigjante. Estes
limites obtidos eram muito proximos do 6timo. Christofides [13], para um conjunto de
problemas gerados aleatoriamente, conseguiu valores de 99% da solucdo étima, na média,
usando a proposta de Held e Karp. Volgenant & Jonker [63], com uma outra série de
problemas, conseguiram valores em torno de 99.7% da solucéo Gtima, na média. Segundo
Johnson [37], usando a proposta de Held e Karp para problemas conhecidos e
disponibilizados na Internet (TSPLIB), a relaxagdo lagrangeana pode alcangar resultados
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variando de 90% (pior caso encontrado) a praticamente 100% (para problemas menores, em
geral). Para problemas considerados grandes (acima de 500 cidades), os valores fornecidos
pela relaxacdo lagrangeana eram muito proximos de 99%. Desta forma, embora a proposta
de Hdd e Karp sga de 1971, ainda hoje é empregada com sucesso pois os valores obtidos
S80 muito bons.

Neste capitul o, serd enfocada a relaxacdo lagrangeana, conforme a proposta de Held
e Karp, para fornecer o limite inferior da solucdo Gtima para uma série de problemas e
também a relaxacdo lagsur para o caixeiro vigiante, a qual também usard a proposta de
Held e Karp. Os resultados das duas relaxagOes serdo mostrados e comparados. As
insténcias usadas para comparar as duas relaxacdes foram obtidos através de um site na
Internet (http://mww.iwr.uni-hei del berg.defiwr/comopt/soft/TSPL1B95), 0 qual
disponibiliza os dados relativos ao problema caixeiro vigjante ssimétrico, bem como as

soluges Gtimas ja encontradas ou as melhores solugdes viéveis encontradas.

5.2 - Formulacao do Problema do Caixeiro Viajante

Sga um grafo ndo direcionado G=(V,E) com n vértices, onde V={1,2,....n} e 0
conjunto dearcos E = {(i,j) tal quei,jl V esga Cij O custo n&o negativo associado ao arco

i-j. O Problema do caixeiro vigante pode ser definido como



V(PCV) = min a a CijXij
iTv jlv
syjetoa & x;j=1 il V (5.1)

jiT Vv

(PCV) a x;=1 jiT v (5.2
itV
a a Xij £ [S]-1, (5.3
iTv ijlv "siv,

St /E

xj=0o0ul, ijlV, (5.4)

onde xj; = 1 seo arco i-j pertence a solucdo e xjj = 0, se 0 arco i-j hdo pertence a solucao.
i i

A funcédo objetivo do problema indica a minimizagdo das disténcias ao se visitar
todas as cidades e voltar a cidade de origem. A restricéo (5.1) indica que, a partir da cidade
i, deve-seir aapenas umacidadej, j 1 V-{i}. Analogamente, a restricdo (5.2) indica que, a
partir de uma cidade j, deve-seir apenasaumacidadei, i1 V - {j}. A restricdo (5.3) serve
para eiminar ciclos dentro de todo o trgjeto. Desta forma, se existe um conjunto S com k
cidades, k < n, estask cidades ndo serdo interligadas de forma a existir um ciclo entre elas.
O Unico ciclo que pode exigtir é o trgjeto comegando de uma cidade inicial, percorrendo as
outras n-1 cidades e voltando a cidade inicial. Esta restri¢éo também pode ser escrita como

& & x;3L" SI V,St £ (55
il S jl Vv-s

A restricdo (5.4) indica que, paraxij =1, oarco queligai aj é escolhido para fazer parte da

solucdo. Se o valor for 0, entdo o arco queligai aj ndo € escolhido para o trajeto.
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O (PCV) é smétrico quando Gj = ¢jj, para todo i,] T V. Sendo assim, o (PCV)
simétrico pode ser definido como um grafo ndo direcionado completo G= (V,E) com n
vértices, V={1,2,...,n}, onde E é o conjunto de todos os arcos conhecidos dei ajouj ai, e

Cij = Gji. Destaforma, o (PCV) simétrico, doravante chamado de (PCVS), pode ser definido

como

V(PCVS) =min gl gl Gij Xij

itV j>i
sujeito a a x; +a& ;=2 ilvVv (5.6)
j<i J>i
(PCVS)
gl gl Xij £ |S| -1 (5.7)
itTv jis,”slvVv,SsStE
J>i
xj=0oul, ijl V,j>i. (5.8)

A expressao (5.7) pode ser também escrita como

Qo

a Xij + a a Xij 32" SI V,St £ (5.9)
jiT s iTv jls
j

TV il
J>i

I
>i

5.3 - Arelaxacao lagrangeana aplicada ao (PCVS)

Esta relaxagdo usa a proposta de Held e Karp [33,34]. Para um melhor entendimento
da relaxacéo lagrangeana aplicada ao (PCVS), temos que fazer algumas consideragoes, as

quais estéo descritas a seguir.
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O problema de obter um subgrafo conectado H de G=(V,E) com n arcos, onde o
grau (numero de arcos que estdo ligados a um determinado vértice) de cada um dos n
vértices sgja maior ou igual a 1, tal que minimize a funcdo objetivo, € obviamente uma
relaxacdo do (PCVS). O subgrafo H consiste de uma érvore obtida a partir de G em adicéo
com um caminho extra. Pode-se restringir H para uma classe Q de subgrafos na qual alguns
vértices arbitrarios de G, digamos vertice 1, tenha grau 2 e esta contido em um anico ciclo
de H. Os subgrafos desta classe Q sdo chamados de 1-tree. Desta forma, a 1-tree de custo
minimo (M1-tree) seriaformulada matematicamente como

v(M1l-tree) = min & a CijXij
iT Vv j>i
sujeitoa a a Xj + & a x;31
ilTs jiv-s itv-s ji s
J>i J>i
(M1-tree) "SI V=V-{1},St £ (5.10)
a a Xij=n (5.11)
itV j>i
a Xy = 2 (5.12)
jiTv
(5.8)

Para provar que se encontrarmos uma 1-tree que minimiza a funcgéo objetivo entdo
esta € uma relaxacdo do (PCVS), basta perceber que o conjunto de restrigdes que define a
familia Q sdo a funcdo objetivo acima e as expressdes (5.8), (5.10), (5.11), e (5.12). A
expressdo (5.10) é proveniente da expressdo (5.9). A expressao (5.11) é proveniente da
soma de todas as equacdes (5.6) dividida por 2. A expressdo (5.12) é primeira equacdo de
(5.6).
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O problema da 1-tree de custo minimo pode ser visto como uma decomposi¢do em
dois problemas independentes:

(1) encontrar uma arvore geradora de custo minimoemV - {1}; e

(2) encontrar os dois menores arcos dentre aqueles que vao do vértice 1 aV-{ 1}.

Os n-2 arcos da arvore geradora encontrados no primeiro problema (1), juntamente com os
dois outros arcos encontrados no problema (2), formam a érvore 1-tree de custo minimo em
G.

Para se encontrar a &rvore geradora minima, pode ser usado o algoritmo de Kruskal [36], tal
como descrito a seguir.

5.3.1 - Algoritmo de Kruskal para gerar a arvore minima

Para se obter a arvore gerador de custo minimo, uma das possibilidades seria o
emprego do agoritmo de Kruskal. Para um melhor entendimento do agoritmo, vamos
definir algumas varidveis. Sga E o conjunto de todos os arcos, tal como descrito
anteriormente. Cada arco liga um vértice i a um vértice j. A caminho dei atéj é o mesmo

dej ai. Sga D o conjunto dos arcos (i,j)) que sdo escolhidos para comporem a arvore
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minima. Feitas estas duas consideragdes, temos entdo o algoritmo de Kruskal, segundo
[36].

D- f
Enquanto (D contém menos de n-1 arcos) e (o conjunto E for ndo vazio) faca
escolhaum arco (i,j) do E, de menor custo;
suprima (i,j) do conjunto E;
Se(i,)) ndocriaumcicloemD
entdo adicione (i,j) aD
sendo suprima (i,))

fim_enquanto

Se D contém menos de n-1 arcos

entdo Imprimir ("nenhuma arvore minimafoi gerada’)

Vale a pena mencionar que o ponto critico deste algoritmo é a ordenacéo necesséria
para que ainstrucdo “escolha um arco (i,j) do E, de menor custo” sgja executada. Antes do
algoritmo de Kruskal ser executado, é feita uma ordenacdo de todos os custos dos arcos.
Desta forma, ao comegar o algoritmo, ja existird uma lista de arcos ordenados de forma
crescente. Para 0 caso da implementacdo do algoritmo de Kruskal, o agoritmo de
ordenacdo utilizado foi o Quicksort, amplamente conhecido na literatura (vide Sahni e

Horowitz [36]) e também com O(nlog(n)) para pior caso.
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5.3.2- Algoritmo para gerar a 1-tree de custo minimo

Para se obter a 1-tree, podemos entdo usar o seguinte algoritmo
1 - Escolher um vértice pertencente a G. Seja este vértice denominado de vértice 1.
2 - Determinar uma arvore geradora minima para os n-1 vértices restantes.

3 - Escolher as duas menores distancias que vao do vertice 1 a &rvore geradora minima e
adicionar estes dois caminhos a arvore geradora minima, formando assm a 1-tree.

5.3.3 - Proposta de Held e Karp - arelaxacao lagrangeana
aplicada ao PCVS

O problema de se obter 0 minimo custo da 1-tree, cuja funcéo objetivo é a mesma
do (PCVS), é umaredaxacdo do (PCVS). Em Lenstra et a [45], temos que a solugdo Gtima
obtida pela 1-tree, em um conjunto de 140 problemas, € em média, 63% do valor étimo do
(PCVS). Entretanto, esta relaxacdo pode ser melhorada consideravelmente por se tomar a
equacdo (5.6) e adicionéla a funcdo objetivo tal como na relaxagdo lagrangeana e entéo
maximizar o lagrangeano como uma funcdo de multiplicadores | = (I 1, | ,....,1 ), | T A"
Desta forma, teriamos entdo a formulagdo matemética funcdo objetivo da relaxacdo
lagrangeana para o (PCVS) definida como

v(L, PCVS) = min{ a a GijXij + a li( éxij + éxij -2) },
itV j>i itV j<i i

Esta fungéo objetivo pode ser reescrita como:

V(L| PCVS) = min{ a a (Cij+ I +1 j)Xij- 24 | i}
iV ji imv
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Feitas estas consideragdes, temos entdo a rel axacdo lagrangeana definida por:
vibPcvs)=min{ & & (gj+li+Ix;- 24 1}
itV j>i imv

(L, PCVS) syeitoa  (5.10), (5.11), (5.12) e (5.8)

Para se obter o valor de v(L, PCV), basta se obter a 1-tree, tal como foi descrito
anteriormente, fazendo uma peguena modificagdo no valor de ¢jj, isto €, o valor de ¢jj deve
ser sempre atualizado para (Gj + | j + 1 j). Ao se obter a 1-tree, determine o custo desta e

subtraia do custo aparcela 2a | i, ondei variade 1 an. Destaforma

V(L PCVS) = v(1-tree) - 28 1,1 ={1,2,...n}.

Os arcos obtidos pelo agoritmo da 1-tree, desta forma, seriam os mesmos da relaxagéo

lagrangeana, isto &, x;j (obtido via 1-tree) = x;j (lagrangeano)

O maior valor que a funcdo objetivo de v(L, PCVS) pode obter é dado por
v(DL, PCVS) = max { v(LiPCVS) },1 1 A"

Para resolver v(DL, PCVS) usa-se 0 algoritmo de subgradientes, versao 1. Comece
por um | =l ¢ arbitrario. Em cada iteragdo k, atualize | X Para atudizar 1 ¥, é necessario
resolver (L; PCVS). Ao se resolver (L PCVS), determine o vetor de subgradientes. Cada

componente i deste vetor € dado por

d¥-2 onded* éo grau do vérticei, i1 V. Destaforma,

=1+ p(a<- 2)
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onde pk € 0 passo definido por pk =a(U-v(L PCV9)/ a (dik - 2)2.
iV

Para este calculo de pk, temos que. 0<a£2, U é a solucdo viavel obtida na iteragdo k (ou

solucdo Gtima do problema).

A seguir, tem-se 0 exemplo da aplicagdo da relaxacdo lagrangeana, retirada de [45]
para se obter o limiteinferior do (PCVS) do seguinte problema. Sgam 8 cidades pelas quais

0 caixeiro devera passar. Sga cjj = ¢jj 0 custo de se ir da cidade i para a cidade j. Como o

problema e simétrico, entéo Gj = Gji A matriz de custos esta disposta da seguinte maneira:

coocougmhANO
oc~NOoh~ON
CORA~NRLOAMNAN
coogorouw
rORogB~NOO
OwWoroh~NO
NOWO O UO
oNU A ogOOO

SgaU=25, a=2, | i0=0, parai=1,...,8. A solucdo obtida paraa 1-tree de custo minimo, para

os custosiniciais dados acima, éigua a 21 e a 1-tree € dada pel os seguintes arcos i-j:

8-7, 7-6, 6-5, 6-3, 3-2, 3-4, 1-3 e 1-2.

Visto que | i0=0, entdo a solugdo dada pela 1-tree é igual ao valor da fungdo objetivo do

lagrangeano.

Além desta solugio dada pelo 1-tree, temos: d;°=(2,2,4,1,1,3,2,1), p°=2(25-21)/8 = 1,
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1.°=(0,0, 2, -1, -1,1,0,-1).
Desta forma, na proxima iteragdo, os custos serdo modificados para ¢;j = (cij0+l i +1)).

A nova matriz de custos é dada por:

coocoocooPonNnvoO
cUummwmooOpOoON
coo~NoMNoo o
cNeoNoNc NEN SHaliN
NORFRO®mwoo
OROROo~N®©O
RPOMNOQQOUIO
ORUINQOOO

A solucdo fornecida pelo algoritmo de célculo da 1-tree de custo minimo tem os seguintes

arcos.

1-2, 2-7, 7-8, 8-5, 5-6, 6-3, 3-4, 4-1. Desta forma, visto que todos os vértices tem grau 2,
entdo a solucdo € dtima. Entretanto, geramente a solugdo obtida pela relaxagdo ndo é
6tima, mas o vaor da fungdo objetivo da relaxacdo lagrangeana se aproxima
consideravelmente do valor da solug&o Gtima.

5.4 - A relaxacao lagsur aplicada ao (PCVYS)

A relaxacdo lagsur, para o (PCVS), relaxa a restricdo (5.6), tal com na relaxagdo
lagrangeana, descrita anteriormente. Entretanto, Antes de adicionar esta restri¢do a funcéo
objetivo, esta restricéo € relaxada conforme a relaxagdo surrogate. Desta forma, a restrigdo
(5.6), apts arelaxacdo surrogate, ficaria:

onde | ; pertence ao conjunto dos nUmeros reais e i pertence ao conjunto {1, 2,...,n}. Esta

restri¢cdo é relaxada novamente, conforme o modo lagrangeano, e entéo adicionada a fungéo



objetivo. Sga t, um numero real qualquer, o multiplicador lagrangeano. Desta forma,
teriamos a seguinte formulagdo matemética para o lagsur, no que se refere ao (PCVS):
viLSPevy =min{ & & (gj+tl;+tl)x;-24 tl}
iTV j>i iTv

(LSPCVS suetoa  (5.10), (5.11), (5.12) e(5.8)

Para resolver o dual lagsur, isto €,

A~

v(DL:S PCVS) = max {V(L,SPCWV)},1 T A"et3 0,

procede-se de forma andloga ao que é feito para a relaxacdo lagrangeana, isto €, usando o
algoritmo de subgradientes, versdo Il. Entretanto, a relaxacdo lagsur precisa de buscar o
melhor t, para um dado | * fixo, tal como descrito anteriormente. Na figura (5.1), a seguir,
tem-se a representacdo qualitativa de um gréfico v(L:S -PCVS) versus t, para um valor fixo
del *. Supondo que o valor de t que maximize a funcdo objetivo sga t*, entdo tem-se que
obter um valor cet tal que sga préximo de t*. No caso do (PCVS) , na busca do melhor t,

tem-se o seguinte gréfico v(L:S PCV) versust:

V(LS -PCV) A

t t* 6 T

Figura5.1 - Gréfico v(L:S -PCV) versust
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No gréfico acima, t; e t, et* sdo tais como descrito no capitulo 3. O algoritmo de

busca do melhor t, usado para o lagsur, no caso do (PCVS), esta descrito a seguir.

Algoritmo de busca do melhor t

Dados incremento = 1.5;
k_max = 5 (nimero maximo de iteracdes);
ty := -¥ (limiteinferior para o melhor t);
t := incremento ( multiplicador lagrangeano/surrogate atual);
to:= ¥ (limite superior para o melhor t);
v* := (melhor limite superior atual). Inicialmente, v* := -¥ ;
k:= 0 ( nimero de iteraches atual);
delta = 0.50 (diferenca entre t, e ty);
Repita
Fazer k:= k+ 1;
Se k> k max ou (t2-t;) < delta entdo pare
Sendoresolva (LS PCVS)
Fim_Se
Se V(LIS PCVS > v* entéo
Fazer melhor_t = t,
v* := V(LS PCVS);

Fim_Se
Calcule W' = & |.(di-2) (diéograudo vérticeie
iTVv w' éainclinagio da funcio lagsur);
Sew' < Qentdo
=1t

t = t - incremento;
Se t;1 ¥ (t; j& foi determinado) entéo
incremento = (t - t1)/2.0;
t = t + incremento;
Fim_Se
senao
1=t
incremento = incremento* 2;
t = t + incremento;
Se t3 t, entdo
t = t - incremento;
incremento = (t - t1)/2.0;
t =t + incremento;
Fim_Se
Fim_Se
Até ( condicBes de parada ).
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5.5 - Resultados obtidos com as relaxacdes lagrangeana e lagsur

Para verificar o comportamento da relaxacdo lagsur e também da relaxagdo
lagrangeana, foram usados problemas testes disponiveis na Internet no endereco

http://www.iwr.uni-hei del berg.defiwr/comopt/soft/TSPLIB95/tsp, doravante chamada de (TSPLIB).
Os resultados estdo dispostos em uma tabela para uma melhor visualizagdo. Os problemas
testes usados sdo aqueles que tem solucdo Gtima conhecida. Em cada tabela, tem-se os

seguintes campos.

Prob - contém o nimero de cidades a serem consideradas

t - contém o tempo, em segundos, de execucdo para se resolver o dual |agrangeano/lagsur

n_iter - contém o nimero de iteragOes para que o dual |agrangeano/lagsur

venha a convergir

10%, 5%,....., 0.1% - contém o tempo necessario para o dual lagrangeano/lagsur
venha a atingir a porcentagem de 10%, 5%,.....,0.1% de diferenca
em relacdo a solucdo Gtima.

gapl, gap2 - sdo definidos como:

gapl = (solucdo viavd - relaxacdo)/solucdo Gtima

gap2 = (solucdo Gtima - relaxagdo)/solucdo Gtima

Cada problema foi resolvido usando-se 0 algoritmo de subgradientes, versdo I1. A
implementacdo foi em linguagem C. Os problemas forma executados em estagdo Sun Sparc
Ultra, 128 Mbytes de memoria, 167 Mhz.
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5.5.1 - Resultados obtidos com a relaxacao lagsur x lagrangeana

5.5.1.1 - Resultados obtidos com a relaxacao lagrangeana

Prob t gapl gap2 10% 5% 4%
16 |20 0.000230 | 0.000230 |1.00 1.00 1.00

22 19.380 0.000123 | 0.000123 |2.94 4.130 4.37

48 [23.0 0.008141 | 0.002355 | 1.00 1.00 2.00

52 |6.0 0.002132 | 0.002132 | 1.00 2.00 2.00
100 |52.00 0.044380 | 0.018157 |0.00 6.00 9.00
225 |675.0 0.090032 | 0.039181 |2.00 67.00 495.00
442 |6469.0 [0.067190 |0.007115 |2.00 527.00 |754.00
1002 |52420.0 |0.030597 |0.030597 |6853.00 |27475.00 | 36714.00
1291 |56066.0 |0.023840 |0.023842 |14.00 420.00 |2376.00
1304 |42816.0 |0.040637 |0.040637 |4234.90 |28094.30 --
1379 |38018.0 |0.015077 |0.015077 {9.90 1918.60 |2826.10
1655 |128326.0 | 0.022040 | 0.02204 |40.18 6405.25 |12701.90
1748 |64421.0 |0.040159 |0.040159 |9739.00 |48413.00 --
1889 |87629.0 |0.049982 |0.049982 |10786.00 | 87568.00 --
2152 (99230.0 |0.012201 |0.012201 | 21.40 21.40 2900.10

Tabela 5.1 - Lagrangeano parainstancias do (PCVS) com solucdo étima conhecida.

prob | n_iter 3% 2% 1% [05% [04% |0.3% [0.2% |0.1%
16 289 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 2.00
22 | 487 4.64 |4.87 6.34 7.71 798 1840 8.71 9.10
48 1431 14.00 7.00 11.00 |15.00 |17.00 [19.00 -- --
52 282 2.00 3.00 [4.00 5.00 5.00 |[5.00 -- --
100 | 714 15.00 |27.00 -- -- - - - -
225 950 -- -- -- - - - - -
442 (3000 |1119.0 |1810.0 |4054.0 -- -- -- - -
1002 | 3000 -- -- -- -- - - - -
1291 |3000 |13431. -- - -- - - - -
1304 | 3000 -- -- -- - - - - -
1379 | 2986 |4412.8 | 9465.7 -- -- - - - -
1655 | 3000 | 29368. -- -- -- - - - -
1748 | 3000 -- -- -- -- - - - -
1889 | 3000 -- -- -- -- - - - -
2152 3000 |11413. | 31334. -- -- - - - -

Tabea 5.2 - Lagrangeano parainstancias do (PCVS) com solugéo 6tima conhecida (continuacao).
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5.5.1.2 - Resultados obtidos com a relaxacao lagsur

Prob t gapl gap2 10% 5% 4%
16 1.10 0.000233 | 0.000233 |0.17 0.19 0.20
22 7.00 0.006471 | 0.000096 | 1.01 1.16 1.20
48 8.00 0.009697 | 0.002988 |0.15 1.00 1.00
52 6.50 0.002121 | 0.002121 [0.33 1.00 1.00
100 |28.00 0.050297 | 0.021871 | 0.56 3.00 3.00
225 |652.00 ]0.098934 |0.039154 |2.28 83.00 392.00
442 1997.00 [0.084628 | 0.009726 |1.95 82.00 92.00
1002 [17856.00 |0.011068 | 0.011068 |455.50 [869.50 |1054.80
1291 [15384.00 | 0.021880 | 0.021880 | 14.00 291.00 |736.000
1304 |15033.00 | 0.018360 | 0.018360 |626.00 [1511.00 |2111.0
1379 |12249.00 |0.014109 | 0.014109 |9.15 315.00 |351.000
1655 [128325.0 |0.019877 | 0.019877 |40.18 1251.000 | 1600.00
1748 [64419.00 | 0.014932 | 0.014932 | 785.00 [1802.00 |2285.0
1889 [87643.00 |0.017504 | 0.017504 |675.80 |2275.40 |3785.90
2152 [99222.0 |0.009182 | 0.009182 | 25.77 25.77 1106.0

Tabeda 5.3 - Lagsur parainstancias do (PCVS) com solugéo 6tima conhecida.

prob | n_iter | 3% 2% 1% 05% [04% [0.3% [0.2% |0.1%
16 264 |0.22 0.89 0.93 1.00 1.00 1.00 1.00 1.03
22 372 |1.28 141 1.72 2.02 2.36 2.52 394 |4.67
48 521 |1.00 3.00 6.00 7.00 7.00 |8.00 -- --
52 309 [1.00 4.00 5.00 5.00 5.00 |[5.00 -- --
100 | 373 |4.00 14.00 -- -- -- -- --
225 | 882 -- -- -- -- -- -- --
442 | 506 | 110.00| 152.00 | 997.00 -- -- -- --
1002 | 905 [1428.4 |2514.5 -- -- -- -- --
1291 | 618 |3230.0 -- -- -- -- -- --
1304 | 1057 |3678.0 | 9060.0 -- -- -- -- --
1379 | 962 [440.0 |3147.0 -- -- -- -- --
1655 | 3000 |3029.0 | 42846. -- -- -- -- --
1748 | 3000 |3098.0 |6716.0 -- -- -- -- --
1889 | 3000 |[9080.7 | 37393. -- -- -- -- --
2152 | 3000 |1805.0 |3648.0 | 21829. -- -- -- --

Tabeda 5.4 - Lagsur parainstancias do (PCVS) com solugdo 6tima conhecida (continuagéo).
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5.5.1.3 - Detalhes de implementacéo das tabelas

Para os problemas de até 442 cidades, para se obter a solugdo viavel, foi usada uma
heuristica, baseada no algoritmo de Kruskal. Esta heuristica esta descrita a seguir.

Sgja E o conjunto de todos os arcos, tal como descrito anteriormente. Cada arco liga
o Vvérticei ao vérticej. A caminho dei atéj €éomesmo dej ai. Sga R o conjunto dos arcos
(i,J) a que sdo escolhidos para comporem a solucdo viavel. Feitas estas duas consi deragles,
temos ent&o o seguinte algoritmo:

R- f
Enquanto (R contém menos de n - 1 arcos) e (o conjunto E for ndo vazio) faca
escolhaum arco (i,j) do E, de menor custo;
suprima (i,j) do conjunto E;
Se(i,j)) ndocriaumcicloem Reograudei ej forem menores do que 2
entdo adicione (i,)) aR
sendo suprima (i,j)

fim_enquanto

Se R contém menos de n vértices
entdo Imprimir ("nenhuma solugéo viédvel foi gerada’)

sendo unir os dois Unicos vertices que estdo com grau 1.

Esta heuristica foi escolhida para se obter solucbes viadvels para as relaxages
lagrangeana e lagsur devido ao fato de ser mais facil de se resolver e também pelo fato de
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que, para se escolher um arco de menor custo, esta heuristica aproveita a ordenacéo feita
pea heuristica de Kruskal. Outras heuristicas foram testadas (algoritmo do vizinho mais
proximo [36] menor distancia, Christofides [13,36]). Entretanto, estas heuristicas
consumiam muito tempo, inviabilizando os testes. Foi observado também que os resultados
obtidos por eas ndo melhoravam significamente a solugéo viével.

Para problemas com 1002 cidade em diante, ndo foi usada a heuristica para se obter
a solucdo viavel. Quando o programa chamava a heuristica que fornecia o valor da solugéo
vidvel, o valor fornecido era o da solucdo 6tima, a qual € conhecida. Isto foi feito devido ao
fato de que o tempo para se executar 0 método subgradientes para instancias com valores
acima de 1002 cidades aumentou demais ao se usar a heuristica para fornecer a solugéo
vidvel. Desta forma, visto que o enfoque desse trabalho é a relaxagéo lagsur, optou-se por
desistir do algoritmo e fornecer a solucdo dtima conhecida diretamente. Entretanto, a
heuristica usada forneceu bons valores para o limite superior até 442 cidades. A maioria
dos resultados foi muito proximo do étimo. O pior resultado foi para 1002 cidades, onde o
desvio em relagdo a solugdo dtimafoi de 7%.

Para problemas a partir de 1655 cidades, o critério de parada foi o limite de 3000
iteracOes para que melhor se observasse o desempenho do lagsur e da versdo lagrangeana.
Com apenas este critério, pode-se ver que o0 lagsur consegue porcentagens da solugdo Gtima
em tempos bem menores do que a versdo lagrangeana.

A ingtdncia com maior nimero de cidades usada nos testes foi 2152 cidades.
Existiam outras insténcias com um nuamero maior de cidades (3000, 4000 e 7000) para
serem testadas. Entretanto, conforme foi citado anteriormente, seria preciso uma méquina
dedicada para os testes pois, para 0 lagsur e a relaxagdo lagrangeana, com limite de 3000
iteragBes, Ndo se atingia sequer 95% da solucdo 6tima e o tempo de execucdo da relaxagéo
lagrangeana, para 3000 cidades, demorou em torno de 15 dias. Para um nimero maior de
cidades, 4000 e 7000, estima-se uma maior quantidade de dias e mesmo assm néo se pode
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garantir que, para estes valores, as duas relaxagdes iriam conseguir atingir a pelo menos
95%.

5.5.2 - Gréficos lagsur versusiteracdo elagrangeano versus
iteracdo

Para uma melhor visualizagdo do comportamento do dual da relaxagdo lagsur e o
comportamento do dual da relaxacdo lagrangeana para o (PCVS) em cada iteragdo, tem-se 3
comparagdes entre os gréficos dos dois duais. S&o usadas 3 insténcias diferentes. Estas
instancias sdo conhecidas como att48.tsp (48 cidades), pcb442.tsp (442 cidades), e
pr1002.tsp (1002 cidades) e foram retiradas da biblioteca de problemas para o caixeiro
vigjante (TSPLIB). Os gréficos sao dispostos, a seguir, para 48, 442 e 1002 cidades.
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Figura5.2 - Gréfico (LS PCVS) versusiteracdo para 48 cidades.
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Figura 5.3 - Gréfico (LS PCVS) versusiteracdo para 48 cidades.
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Figura5.4 - Gréfico (LS PCVS) versusiteracao para 442 cidades.
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Figura5.5 - Gréfico (L«S PCVS) versus iteracdo para 442 cidades.
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Figura 5.6 - Gréfico (L1S PCVS) versusiteracdo para 1002 cidades.
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Figura 5.7 - Gréfico (L+S PCVS) versus iteragéo para 1002 cidades.
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Para as instancias acima, ndo foi usado o algoritmo que fornece solugéo viavel em
cada iteracdo do método subgradientes. A solugéo viavel fornecida em cada iteracdo era o
valor da solugdo étima, aqual € conhecida para cada instancia

Os gréficos dos exemplos acima resumem 0 que ocorreu com os testes. Nas
instancias usadas nos testes com a relaxagdo lagsur e a relaxagdo lagrangeana, observou-se
gue a sequéncia de pontos fornecida pelo dual lagrangeano era crescente e praticamente
monotona. Entretanto, a convergéncia € muito lenta. A relaxacdo lagsur converge mais
rapidamente. Entretanto, no inicio da sequéncia de pontos fornecida pelo dual lagsur, o
comportamento é instavel evai se estabilizando a medida em que 0 nUmero de iteragdes vai
crescendo. Observe que os primeiros valores da sequéncia fornecida pelo dual lagsur séo
maiores do que os valores fornecidos pelo dual lagrangeano.

Nos testes feitos, observou-se que, para a maioria dos casos, o valor do melhor t
fixado foi em 46.5 apls este valor se repetir em 5 iteragdes consecutivas do método
subgradientes. Para alguns casos, 0 melhor valor det foi 22.5. Desta forma, o valor de |,
apost ter sido fixado, era sempre multiplicado por um escalar rasoavel mente grande (22.5
ou 46.5). Isto poderia explicar o motivo do comportamento oscilante em uma boa parte da
sequéncia de pontos fornecidos pelo dual lagsur. Observe ainda que a fixagdo, apds 5
primeiras iteragbes consecutivas em que o melhor valor de t se repita, foi equivalente a,
nesse caso, a fixar desde a primeira iteracdo os valores de 46.5, para a maioria das
instadnciastestadas, ou 22.5.
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5.6 - Conclusao

A relaxacdo lagsur, para problemas de pequeno porte, obteve um comportamento
mais instével do que a relaxacdo lagrangeana nas primeiras iteragfes, ou ainda, em uma boa
parte do nimero de iteragBes. Entretanto, convergiu mais rapidamente. Para um nimero de
cidades maiores do que 442, para as instancias testadas, a relaxagdo lagsur foi ficando mais
estével e também continuou a convergir mais rapidamente.

A medida em que o nimero de cidades vai aumentando, € necessario um nimero
maior de iteragOes para a relaxacdo lagsur ou lagrangeana convergir. Desta forma, para um
limite de 3000 iteragOes, para algumas instancias (a partir de 1655 cidades), a relaxagéo
lagsur ndo conseguiu convergir pelos outros critérios de parada a ndo ser o limite maximo
de 3000 iteracBes. Porém, o dual da relaxacdo lagrangeana, a partir de 442 cidades, na
maioria das instancias, n&o conseguiu convergir antes de 3000 iteragdes. A medida em que
0 nimero de cidades vai crescendo, € necessario estabelecer um limite maior para o
nuimero de iteragdes para melhor ver o comportamento do dual das duas relaxagOes.
Entretanto, para isto ser feito, seria necessrio maquinas dedicadas exclusivamente aos
testes, com uma maior quantidade de meméria e também uma maior velocidade pois 0

tempo de execugdo pode demorar semanas ou meses.

Observando o gap2 nas tabelas, pode-se observar que a relaxagcdo lagsur tem
aproximadamente os mesmos valores para quando o dual da relaxagcdo lagrangeana
converge antes de 3000 iteragdes. Quando a o dual da relaxagdo lagrangeana ndo consegue
convergir antes de 3000 iteragles, arelaxacdo lagsur é superior em termos de resultados.
Isto pode ser melhor visto através do item "porcentagens' (10% a 0.10). Na maioria dos
casos, a relaxacdo lagsur atinge a uma dada porcentagem em um numero de
iterag0es/tempo menor que a relaxagdo lagrangeana. Desta forma, ao se atingir a 3000
iteracOes, a relaxacdo lagrangeana ndo terd atingido ainda a uma dada porcentagem que a
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relaxacdo lagsur atinge. Em suma, a relaxacdo lagsur atinge a valores mais proximos da

solucdo Gtima em menos iteragfes/tempo do que arelaxagdo lagrangeana.
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CAPITULO 6

6 - Conclusao

6.1 - Conclusao geral sobre o lagsur

A relaxagdo lagsur conseguiu nos testes computacionais, para um mesmo limite
maximo de iteracOes, obter resultados mais préximos da solucdo étima dos problemas que
arelaxagdo lagrangeana.

No (PGA), observamos que na grande maioria dos casos, a relaxacdo lagsur obteve
resultados melhores do que a lagrangeana, no que se refere a tempo e também em limites. A
relaxacao proposta por Jornsten e Nasberg, que converge mais lentamente, mostrou de uma
de forma mais nitida a superioridade do lagsur sobre a relaxagdo lagrangeana. Nas outras
duas relaxagOes propostas (relaxando a restricéo das capacidades e relaxando a restricdo da
integralidade), também podemos notar que a relaxacdo lagsur foi superior a lagrangeana,
conforme os resultados mostraram. Desta forma, com menos esforgo computacional,
podemos obter bons resultados (t&o bons quanto aos da relaxagdo lagrangeana) usando a
relaxacao lagsur.

No problema do caixeiro vigante, os resultados mostraram que a relaxacgdo lagsur
obtém resultados muito mais rapidamente do que a relaxacdo lagrangeana. Vale a pena
mencionar que quanto mais lenta for a convergéncia, devido a caracteristica de cada
problema, mais nitidamente se nota o fato de que a relaxacdo lagsur fornece melhores
resultados em menos tempo. Desta forma, para relaxacbes de convergéncia lenta no
algoritmo de subgradientes, versdo |1, parece ser adequada a utilizagdo da relaxagéo lagsur
pois fornece bons resultados em menor tempo que a lagrangeana.
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Conforme foi mencionado anteriormente, outros algoritmos de subgradientes
poderiam ser testados com a abordagem lagsur. O lagsur, assm como a relaxagéo
lagrangeana, € independente do méodos subgradientes usados.

O problema dual local (DL:S +) (vela segdo 3.2) parece ser a indicacdo do sucesso

no emprego da relaxagdo lagsur. Entretanto, suponha que, para |l * tenhamos uma situagéo
como adafigura(6.1) abaixo

A
V(Lts * P)

t* t

Figura6.1 - Gréfico v(L:S «P) versust

Neste caso, t=1 ou qualquer outro valor de t ndo produzira um valor V(LS «P)
significativamente diferente de v(L+S +P). Seria, portanto, indiferente o uso de qualquer das
relaxagbes (lagrangeana ou lagsur). Esta situacdo podera ocorrer quando os dados ndo
possuem uma dispersdo adequada, principa mente nos custos da fungdo objetivo, ou ainda
guando se estd proximo da convergéncia do algoritmo de subgradientes (o multiplicador

inicial é bom). Pode-se, portanto, esperar algum insucesso na aplicacdo do lagsur para
€SSes Casos.
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Como sugestdo do emprego do lagsur, pode-se tomar como base o resultado da
busca de t na primeira iteragdo do algoritmo de subgradientes, versdo I, e conforme a

diferenca | v(LiS oP) - V(L1S oP)| , tomar a decisio de usar ou n&o o lagsur.

Os agoritmos de busca unidimensional, usados para o (PGA) e o (PCVS), se
mostraram adequados nos testes computacionais. Outros algoritmos poderiam ser testados.

O lagsur pode ainda ser testado incorporando-o a um algoritmo exato do tipo
"branch and bound”. Uma busca local podera ser suficiente para melhorar o limite
lagrangeano, com a correspondente economia em tempo, fator crucial nos agoritmos

exatos. Entretanto, esta sugestdo néo foi testada.

Uma udltima conclusdo é que o uso da relaxagdo surrogate continua pode ser
amplamente substituido pela relaxacéo lagsur com busca do melhor t em algumas iteragoes.
Além do fato da relaxag8o surrogate continua ter que ser de facil resolucdo, o que néo é
frequente, sua resolugdo exata toma maior tempo computacional gque a relaxagdo lagsur

com as buscas unidimensionais propostas.

Espera-se que arelaxagdo lagsur venha no futuro a ter grande uso tal como o atual

emprego da relaxacdo lagrangeana.
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APENDICE A

Resultados obtidos para o (PGA) eo (PCVYS)

A . 1 -Resultados obtidos com o (PGA)

Antes de descrever os resultados obtidos, vale a pena descrever os tipos de
instancias (problemas) que serdo usadas para os testes com o (PGA). As insténcias usadas
para os testes com o (PGA) sdo conhecidas como instancias de classe A, B, C, D. Edtas

instancias sdo definidas a seguir.

Sga Xmn um tipo de problema (ou instancia), onde X denota um problema da
classe A, B, C ou D. O indice m significa nimero de agentes e n significa nimero de
tarefas. Cada problema Xmn vem em um arquivo diferente. Cada arquivo contém valores
para pij, wij, € bi. Desta forma, tem-se as seguintes lei's para cada uma das classes:

a) ClasseA - w1 [525], p; T [1,40], e

iT N

b=9.(n/m) +0.4max ( & wjj)
I N
|

il M,M={1..m},jT N, N={1,...n}

Ni={jT N tal que, nacolunaj, pj s§a méximo}
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b) ClasseB- w;l [525], p;1 [1,40], e
b=0,7.[9.(n/m) + 0.4max ( & w;j)]
iTN
|
il M,M={1..m},jT N, N={1,...n}

Ni={jT N tal que, nacolunaj, pj s§a méximo}

c) ClasseC- w;1 [525], pj1 [1,40], e

bi = 0,8.( gl Wi; /m)]
j1

TN

ilT M,M={1..m}, jT N,N={1,..,n}

d) ClasseD - WijT [1,100], pijT [Wij,Wij+ 20], e

bi = 0,8.( gl Wi; /m)]
j1

TN

iT M,M={1..m}, jT N,N={1,..,n}

Feitas estas consideracdes, pode-se entdo descrever os resultados obtidos. Estes
resultados estéo dispostos em tabelas. Em cada tabela, tem-se 0s seguintes campos:

prob - insténcia da classe C (m por n) com solucdo Gtima conhecida ou problemas do tipo

A, B, CeD (m por n) sem solugdo vidvel conhecida previamente.
t- tempo gasto para resolver o problema
gapl - (limite superior - limite inferior)/(solucdo étima).

gap2 - ((solucdo 6tima) - limite inferior)/(solugdo étima).
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gap3 - (limite superior - (solugdo 6tima))/(solugéo étima).

n_iter - nimero de iteracOes total para resolver o problema (nUmero de vezes que a
relaxacdo é resolvida).

5%,4%, .., 0.5% - tempo médio para a solucdo Gtimater 5%, 4%, ...,0.5% de diferenca em
relacdo ao limite superior.

Os problemas da classe C (m por n) sdo obtidos na OR-Library [8] e tem solucéo
6tima de cada problema conhecida. O maior problema tem dimensdes 10 por 60. O menor
problema tem dimensdes 5 por 15. Na OR-Library existem outros problemas, com
dimensdes maiores mas com solugdo 6tima ndo conhecida. Alguns dos problemas tiveram a
solugdo Gtima obtida durante os testes, observando-se a diferenca entre o melhor limite
inferior de um determinado problema e o melhor limite superior deste mesmo problema. Se
a diferenca entre estes limites for menor do que 1, entdo o melhor limite inferior obtido
para um dado problema é a solugdo 6tima, visto que o valor da solugdo Gtima € inteiro e
gue o limite inferior € uma solugéo viavel obtida. Com estas consideragdes feitas, temos os
seguintes valores obtidos, isto € as solugdes Gtimas obtidas (SO) e as melhores solugdes
vidveis (MSV) obtidas:

A5x100 = 4456 (SO), A5x200 = 8788 (SO), A10x100 = 4700 (SO),

A10x200 = 9413 (SO), A20x100 = 4857 (SO), A20x200 = 9666 (SO)
B5x100 = 4008 (MSV), B5x200=8502 (MSV),  B10x100= 4633 (SO),
B10x200=9255 (MSV), B10x200 = 4817 (SO), B20x200 = 9670 (MSV)
C5x100 = 4411 (SO), C5x200 = 8347 (MSV),  C10x100=4528 (MSV),

C10x200 = 9247 (MSV),  C20x200 = 4784 (MSV),  C20x200 = 9611 (MSV)
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D5x100 = 9147 (SO), D5x200 = 18750 (SO), D10x100 = 10349 (SO),

D10x200 = 20562 (SO), D20x100 = 10839 (SO),  D20x200 = 21733 (SO).

Todos estes problemas com solugdo 6tima ndo conhecida foram resolvidos com
programas escritos em linguagem C, e executados em uma estacdo SUN Sparc 5, 70 Mhz,
128 Mb de RAM. Os problemas com solucdo 6tima conhecida foram resolvidos em um
micro 486/DX2, 60 Mhz, 16M de memdria RAM. Os programas fontes usados para
resolver estes problemas no micro foram os mesmos que foram executados na estagéo
Sparc 5.

Apbs estes comentarios, tem-se a seguir  0s resultados obtidos para quando a
relaxacdo for arestricdo das capacidades, da atribuicdo e a proposta de Jornsten e Nasberg,
aqua foi descrita anteriormente no capitulo 4.
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A.1.1 - Relaxacao da restricéo das capacidades

A.1.1.1 - Relaxacéo lagrangeana

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (103 | (103

C5x15 | 0.703 | 3833 | 8991 | 3054 | 275 0.033 | 0.099 | 0.257 - - -

C5x20 | 0912 | 21.38 | 3.323 | 1851 | 305 0.011 | 0.022 | 0.055

C5x25 | 1.022 [ 9577 | 1044 | 8621 [ 303 0.033 | 0.033 | 0033 |0033 | 0211 -

C5x30 | 1.143 | 13.71 | 2.142 11.74 | 288 0.044 | 0044 | 0.055 | 0.077 -- --

C8x24 | 1.440 [ 1770 [ 2145 [ 15.88 | 295 0.055 | 0.055 | 0.066 [ 0.090 - -

C8x32 | 1.692 | 1382 | 2381 | 1095 | 340 0.066 | 0.077 | 0088 | 0121 | 1117 -

C8x40 | 2.022 [ 1031 | 4218 | 6.15 [ 279 0.088 | 0.099 | 0121 [ 0.132 [ 0.209 -

C8x48 | 3.418 | 11.24 [ 5300 [ 6.003 | 325 0132 | 0132 | 0132 [ 0.143 [ 0.429 -

C10x30 | 2.121 | 16.02 | 6.133 | 10.07 | 299 0.066 | 0099 | 0110 [ 0.198

Cl0x40 | 2506 | 11.64 | 4189 | 7547 | 273 0154 [ 0165 [ 0165 | 0.187 | 0.780 -

C10x50 | 3.231 | 8201 | 3.247 | 5.000 | 317 0220 | 0242 | 0264 | 0275 | 0.351

C10x60 | 3.670 | 6.258 | 3.321 | 2.957 | 307 0.297 | 0.308 | 0.330 | 0.352 | 0.396 | 0.890

Tabda Al - Lagrangeano para problemas da classe C com solugdo Gtima conhecida. NUmero
maximo de iteracBes éigual a 600. A restricdo relaxada € a das capacidades.



111

prob | t gapl | gap2 | gap3 | niter | 5% | 4% | 3% | 2% | 1% | 05%
(109 | (109 | (109

A o | 0250 [02137[0000 [0213 [34 [0160 [0160 |0170 [0.180 |0.190 |0.200
A o | 0720 [0180 [0000 [0180 [26 [ 0550 [0.580 | 0620 [0.660 |0.680 | 0.710
/i\leoo 0630 | 1.316 | 0.638 | 0679 | 56 | 0.380 | 0.400 | 0.420 | 0.440 | 0.450 | 0.470
A oo | 1980 0104 [0.000 [0104 [70 | 1400 [ 1470 | 1550 [ 1640 | 1710 | 1730
A oy | 1520 [ 0369 [0.000 | 0369 |72 1.030 | 1.070 | 1.100 | 1.130 | 1.170 | 1.190
A oy | 499 [02117[0000 [0211 [108 [3670 [3790 |3950 [ 4070 |4.200 | 4270
B . |0220 [1242 1085 [17.94 [36 [0.140 [ 0140 [0150 [0170 | - -
B o | 3170 [2694 [1176 | 1522 [320 |[0530 [0530 |0530 [ 0530 | 0530 | 0530
B oy | 2500 | 4699 [3238 [ 1460 [320 [ 0260 [0.260 | 0260 [ 0.280 | 0320 [ 0.360
B o | 6280 [3531 [2701 [0833 [350 | 1060 | 1060 | 1060 [ 1060 [ 1110 | 1160
B o | 4880 [ 8988 [ 5813 [3204 305 [ 0610 [0.660 | 0700 [0.750 [0.820 | 0.910
B o | 1506 [ 2899 [0724 [2181 [463 | 2120 [ 2270 | 2430 [ 2560 | 2720 | 2.950
C o | 1580 2837 [1134 [1707 [393 [0130 0130 [0130 [ 0130 |0.130 | 0.140
C o | 3470 [ 4851 [3714 [1143 | 345 | 0530 | 0530 | 0530 [0530 0530 | 0530
C o | 3040 [ 7270 [ 1106 [6209 [367 [0260 0260 | 0260 [0260 [0310 | -
C o | 2560 [ 2358 [0.108 [2.255 324 | 1060 | 1060 | 1060 [ 1060 [ 1110 | 1160
C oo | 7210 [9525 [4390 [5185 [389 | 0530 [ 0530 | 0.560 [ 0610 0780 | -
C oo | 1429 | 5530 [ 2393 [3154 422 [2110 [ 2110 [ 2210 | 2360 | 2520 | 2700
D 0170 | 0.990 | 0.000 | — |23
5x100

D oo |05%0 9812 10000 | - |23
D o | 1560 [0.120 [0.000 [0120 [197 [ 1000 [1030 | 1070 [1110 [ 1230 | 1320
D oy | 5390 | 0042 [0.000 [0042 [ 325 [4050 [ 4210 [ 4370 | 4540 [ 4770 [ 4910
D oo | 329 | 0088 [0.000 [0088 | 219 [2360 [ 2440 |2520 | 2620 | 2740 | 2:860
D o | 1160 [0254 [0.000 [0.254 [385 |[9.030 | 9.340 [ 9,640 | 9.990 | 10.40 | 10.69

Tabda A2 - Lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solug&o 6tima nédo conhecida.
NUmero méximo de iteragdes € igual a600. A restricdo relaxada € a das capaci dades.
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A.1.1.2 - Relaxacéo Lagsur

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (10% | (103

C5x15 | 0473 [ 3872 [9.758 [30.18 | 235 0.022 | 0.022 | 0.145 - - -

C5x20 [ 0.560 [ 21.37 | 3.323 | 1849 [ 233 0.022 | 0.022 | 0.033

C5x25 | 0516 | 1482 | 6.290 | 8.656 | 167 0.033 | 0.033 | 0.033 [ 0.033 [ 0.083 -

C5x30 [ 0.813 [ 1723 [ 5523 | 1192 [ 261 0.055 | 0.055 | 0.055 [ 0.055 - -

C8x24 | 0.824 | 1943 [3932 [1586 | 184 0.033 | 0.033 | 0.033 [ 0.033 - -

C8x32 [ 0901 [ 1633 | 5556 | 1095 [ 192 0.055 | 0.055 | 0.055 [ 0.066 [ 0.210 -

C8x40 | 1.066 | 10.30 | 4205 | 6.156 | 155 0.077 | 0.077 | 0.077 [ 0.077 [ 0.099 -

CB8x48 | 2.286 | 1256 [ 6540 [ 6.092 | 294 0143 [ 0143 | 0143 [0.143 [ 0154 -

C10x30 | 1.088 | 1853 | 5629 | 13.16 | 162 0.099 | 0099 |0.099 |[0.110

C10x40 | 1.286 | 10.05 | 4599 | 5518 | 147 0110 | 0.110 | 0.110 | 0.110 | 0.138 -

C10x50 | 1.637 | 9903 | 4959 | 4998 | 163 0.187 |0.187 | 0.187 [ 0.187 [ 0.198 -

Cl0x60 | 1.934 | 5967 | 3.040 | 2946 | 161 0231 | 0231 | 0231 |[0231 | 0231 | 0.264

Tabda A3 - Lagsur para problemas das classes A, B, C e D com solugado étima conhecida. NUmero
maximo de iteracles éigual a 600. A restricdo relaxada € a das capacidades.
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prob |t gapl | ogap2 | gap3 | niter | 5% | 4% | 3% | 2% | 1% | 05%
(10% | (109 | (109)

A | 0310|0291 [0000 [0291 |53 0160 [0.160 [0.160 | 0.160 | 0.160 | 0.160
A | 0810 [0229 | 0000 [0220 |47 0580 [0.580 [0.580 | 0.580 | 0.580 | 0.580
/i\leoo 0570 | 2311 | 1489 | 0824 |59 | 0.270 | 0270 | 0.270 | 0.270 | 0.270 | 0.270
A | 1530 0480 | 0160 [0374 |47 1080 [1080 | 1080 | 1080 | 1080 | 1080
A oy | 1340 | 1316 [0000 [1318 [77 | 0560 | 0.560 | 0560 | 0560 | 0.560 | 0.560
A o |3730 0998 0103 [0895 |77 2150 [2150 |2150 | 2150 | 2150 | 2150
B | 1100 [1237 [1085 [17.30 [222 [ 0140 0140 | 0140 [0.150 | - -

B, | 239 [3641 2117 [1529 [176 | 0580 | 0580 | 0.580 | 0.580 | 0.580 | 0.580
B o | 1700 [ 7264 | 5828 [ 1447 [229 | 0280 | 0.280 | 0.280 [ 0280 |0.280 | 0.330
B o | 5050 | 3523 | 2701 [ 0824 | 306 | 1080 | 1080 | 1080 | 1080 | 1080 | 1.080
B o | 120 [ 1282 [9134 [3725 |61 | 0540 | 0540 | 0540 | 0540 | 0580 | 0870
B o | 730 | 4762 | 2585 | 2187 [ 225 | 2160 | 2160 | 2160 | 2160 | 2160 | 2160
C ., | 0930 2850 [1134 [1722 | 183 | 0140 | 0140 | 0140 |0.140 | 0.140 | 0.150
C o | 2400 [ 8638 [ 7.068 1584 | 173 | 0570 | 0570 | 0570 [0570 | 0570 | 0570
C | 2910 | 7485 | 1327 [6204 [ 326 | 0280 [0.280 | 0.280 | 0.280 0290 | -~

C o | 4300 [ 3863 [ 1622 [2250 [ 221 | 1070 | 1070 | 1070 | 1070 | 1070 | 1.070
C | 1720 | 1705 | 1129 [5861 |65 | 0540 | 0540 | 0540 [ 0540 0580 | -

C o | 9730 | 5323 [ 2185 [ 3154 [ 250 | 2150 | 2150 | 2150 | 2150 | 2150 | 2210
D  |0350 [ 1083|0000 [1084 |77 [ 0.140 | 0.140 |0.140 [0140 [0.140 | 0.140
D , | 1370 [12I1 [0000 [1213 [139 | 0550 [ 0550 | 0550 | 0.550 | 0.550 | 0.550
D o | 079 | 1548 [0000 [ 1550 [ 108 | 0270 [ 0270 | 0270 | 0270 | 0270 | 0270
D o | 2620 | 1631 [0.000 [ 1634 [ 139 | 1080 | 1080 | 1080 | 1080 | 1080 | 1.080
D o | 1850 [ 1862 [0.000 [1866 |139 | 0550 | 0.550 | 0.550 [ 0550 | 0550 | 0.550
D o | 5390 | 1855 [0000 [ 1858 | 170 | 2170 | 2170 | 2170 | 2170 | 2170 | 2170

NUmero méximo deiteragdes € igual a600. A restricdo relaxada € a das capaci dades.

Tabda A4 - Lagsur para problemas das classes A, B, C e D com solucado étima n&o conhecida.
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A.1.1.3 - Relaxacao lagsur versusrelaxacéo lagrangeana

Divisdo, campo a campo, dos val ores obtidos com o lagsur com a relaxagao
lagrangeana.

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%

C5x15 [ 0673 [ 1010 [108 | 0988 [ 085 [0667 | 0222 | 0.564 - - -

C5x20 | 0614 | 1.000 | 1.000 | 0999 | 0.764 | 2.000 | 1.000 | 0.600 - - -

C5x25 | 0505 [ 1548 [6.025 [1004 [0551 (1000 [1000 [1.000 | 1.000 [ 0.393 -

C5x30 | 0.711 1257 | 2578 |1015 | 0906 | 1250 |1250 | 1000 [ 0.071 -- --

C8x24 | 0572 [ 1098 [1.833 [0999 | 0624 [0600 [0600 [0500 [ 0.367 - -

C8x32 | 0532 | 1182 | 2333 | 1000 | 0565 0833 |0714 (0625 | 0546 | 0.188 -

C8x40 [ 0527 [0999 [0997 [1000 |[055 [0875 [0778 [0.636 | 0583 [ 0474 -

C8x48 | 0.669 [ 1.117 (1234 [1015 [0905 [1083 [1083 [1083 |1.000 [ 034 -

C10x30 | 0513 | 1.157 | 0918 | 1.307 | 0.542 1500 | 1.000 | 0.900 | 0.556 | 1.000 -

C10x40 | 0513 | 0863 | 1.098 | 0.731 | 0539 | 0.714 | 0.667 | 0.667 | 0.588 | 0.177 -

C10x50 | 0.507 1208 | 1527 (0999 | 0514 |080 |0773 |0.708 | 0.680 [ 0.564 -

C10x60 | 0.527 | 0.954 | 0915 | 099 | 0524 | 0778 | 0.750 | 0.700 | 0.656 | 0.583 | 0.297

Tabela AS. Lagsur/lagrangeano para problemas da classe C com solugdo 6tima conhecida. NUmero
maximo de iteracBes éigual a 600. A restricdo relaxada € a das capacidades.
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prob |t gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% ] 0.5%
A | 1240 | 1366 | 1000 | 1366 | 1550 | 1000 [ 1000 [0.942 | 0.889 | 0:842 | 0.800
A o | 1125|1272 | 1000 | 1222 | 1808 | 1055 | 1000 | 0935 |0.879 | 0853 | 0.817
A oy | 0905 | 1756 [2333 | 1214 [ 1053 | 0.711 |0.675 | 0643 | 0614 | 0.600 | 0.575
A o |0773 4615 | | [35% [0671 |0.771 [0735 [0697 | 0.659 | 0,632 | 0.624
A | 0882|3686 | 1000 |3572 1069 |0544 |0523 [0509 | 049 | 0479 | 0471
A o | 0748 4730 | i [4242 0713|0586 [0567 | 0544 | 0528 | 0512 | 0504
B | 500 [099% [1000 [0964 |6167 | 1000 | 1000 [0.933 [ 0882 | - =

B o | 0754 [ 1352 [ 1800 |1005 | 0550 | 1094 | 1094 | 1094 | 1094 | 1004 | 1094
B o | 0680 | 1546 [ 0934 [0.985 [ 0,696 | 1077 | 1077 | 1077 | 1000 | 0.875 | 0.917
B o | 0900 [0:998 [ 1000 [0.989 |0.874 [ 1019 | 1019 [ 1019 | 1019 | 0.973 | 0.931
B o | 0248 | 1426 | 1571 | 1163 [ 0.200 | 0.885 | 0818 | 0.771 | 0.720 | 0.707 | 0.956
B o | 0513 [ 1643 [ 3570 | 1003 [0489 | 1019 | 0.952 | 0.889 | 0844 | 0.794 | 0.732
C . | 0589 [ 1005 [1000 [1009 | 0466 | 1077 | 1077 |1077 | 1077 | 1077 | 1071
C ., | 0692 [1780 [1903 [1386 | 0502 | 1076 | 1076 | 1076 | 1076 | 1076 | 1076
C o | 0957 | 1030 [ 1200 [0:999 | 0888 | 1077 | 1077 | 1077 | 1077 | 0935 | -

C o | 0773 | 1638 | 1502 [0.998 | 0,682 [ 1009 [ 1009 [ 1009 | 1009 | 0.964 | 0.922
C o | 0239 [ 1790 | 2572 | 1130 [0167 | 1019 | 1019 | 0.94 [ 0885 |0.743 | -

C o | 0681 | 0963 [0.913 [ 1000 | 0592 | 1019 | 1019 | 0.973 | 0.911 | 0.853 | 0.819
D o | 2059 [1094 1000 | - [3348 [ - - — — — —

D ., |2322 [0012 [1000 [ —~ [6044

D oo | 0506 | 1290 [ 1000 [ 1291 | 0548 |0.270 | 0262 | 0.252 | 0.243 | 0.220 | 0205
D o | 0489 [ 3883 | 1000 [ 3890 [0427 | 0267 | 0.257 | 0.247 |0238 | 0226 | 0.220
D o | 0562 | 2116 | 1000 [21.20 [ 0,635 [ 0.233 | 0.225 | 0218 | 0.210 | 0.201 | 0.192
D o | 0460 | 7.303 [ 1000 | 7.315 | 0.442 | 0.240 | 0232 | 0225 | 0217 | 0200 | 0203

conhecida. NUmero maximo de iteragBes éigual a 600. A restricao relaxada é a das capacidades.

Tabela A6 - Lagsur/lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugéo 6tima ndo
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A.1.2 - Relaxacao da restricéo de atribuicéo

A.1.2.1 - Relaxacéo lagrangeana

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (10% | (109

C5x15 [ 1.011 [ 4294 | 0595 | 3.717 [ 107 0.0879 | 0.121 | 0.198 [ 0.341 | 0.560 | 0.750

C5x20 | 1.560 [ 2611 [ 0.000 [ 2619 | 115 0.198 | 0.253 | 0.363 | 0.538 | 0.802 | 1.165

C5x25 | 1912 | 1519 |0.000 | 1521 | 110 0462 | 0539 | 0604 (0714 [0912 | 1.231

C5x30 | 4648 | 2902 | 0.620 | 2.291 | 187 0429 | 0517 | 0681 [ 0923 | 1736 | 2.758

C8x24 | 4132 | 2301 | 0.358 | 1948 | 157 0725 |0802 | 0879 [1000 | 1362 | 2.198

C8x32 | 8121 [ 3102 | 1321 | 1787 [ 207 1506 | 1.626 | 1.791 | 2.011 | 2.659 | 4.429

C8x40 | 11.04 | 0967 | 0.000 | 0.968 | 185 2725 [ 280 [3121 | 3429 | 4308 | 6.176

C8x48 | 2426 [ 3504 | 2300 | 1.209 [ 301 3538 |[4110 [4.802 | 5868 | 7549 | 11.98

C10x30 | 11.20 | 3031 | 1120 | 1916 | 241 1780 | 1912 | 2110 | 2.352 | 3.286 | 5.736

C10x40 | 1560 | 3.227 | 1.884 | 1.348 | 208 3593 [3901 [4198 | 4626 | 5483 | 8176

C10x50 | 26.03 | 2007 | 1.025 | 0984 | 234 5626 | 6.055 [6571 | 7286 | 8615 | 11.87

C10x60 | 38.37 | 1.622 | 0.830 | 0.793 | 252 1045 | 1099 | 11.73 | 12.65 | 14.32 | 16.59

Tabda A7 - Lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugéo 6tima conhecida.
NUmero méximo deiteragdes é igual a 600. A restricao relaxada é a da atribuicéo.
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prob |t gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (10®% | (10%

g\loo 7.970 | 0.218 | 0.000 | 0.218 | 226 6.290 | 6.520 | 6.790 | 7.110 | 7.420 | 7.610
X

g\zoo 4764 | 0.333 | 0.000 | 0.333 | 470 31.43 | 3352 | 3592 | 3851 | 41.36 | 43.08
X.

/i\o 100 19.24 | 0.173 | 0.000 | 0.173 | 285 16.04 | 16.49 | 16.93 | 17.36 | 17.90 | 18.19
X

/i\o 200 109.2 | 0.089 | 0.000 | 0.089 | 544 87.25 | 89.84 | 9265 | 9572 | 99.44 | 101.7
X

g\o 100 49.28 | 0.171 | 0.000 | 0.171 | 394 4287 | 4351 | 44.14 | 44.90 | 45.63 | 46.12
X

A 2447 | 88.79 | 0.414 | 96.99 | 600 - - - - - -
20x200

gloo 15.17 | 23.52 | 0.000 | 24.09 | 398 1.630 | 1.980 | 2.800 - - -
X

5200 60.07 | 1.218 | 0.000 | 1.218 | 600 1251 | 13.91 | 16.03 | 18.70 | 23.16 | 26.58
X.

?O 100 35.88 | 0.570 | 0.432 | 0.138 | 575 9.670 | 10.49 | 11.62 | 13.11 | 15.16 | 17.29
X

?O 200 114.2 | 3.603 | 2.917 | 0.688 | 600 50.02 | 53.61 | 57.78 | 62.94 | 70.99 | 78.36
X

20 100 70.82 | 0.612 | 0.208 | 0.405 | 565 3043 | 3154 | 3281 | 3474 | 36.99 | 39.01
X

B 2447 | 88.79 | 0.414 | 96.99 | 600 - - - - - -
20x200

gloo 15.78 | 0.622 | 0.453 | 0.169 | 466 2.870 | 3.320 | 3.860 | 4.550 | 5.650 | 6.680
X

gzoo 60.72 | 0.697 | 0.000 | 0.698 | 600 863 | 9.65 11.13 | 13.68 | 18.21 | 22.41
X.

fo 100 40.04 | 4154 | 1.546 | 2.619 | 600 9.710 | 1050 | 11.37 | 12.62 | 14.89 | 18.28
X

fo 200 112.3 | 3.017 | 0.865 | 2.159 | 600 4825 | 52.14 | 56.94 | 62.43 | 70.84 | 81.18
X

go 100 78.74 | 4.663 | 2.926 | 1.745 | 600 28.70 | 30.15 | 31.82 | 34.82 | 37.70 | 42.49
X

go 200 2465 | 3.319 | 0.208 | 3.121 | 600 158.1 | 166.0 | 175.0 | 187.1 | 204.7 | 222.1
X

5100 67.16 | 0.079 | 0.000 | 0.079 | 491 65.58 | 65.89 | 66.20 | 66.51 | 66.80 | 66.95
X

D 1366. | 205.1 | 0.000 | 258.0 | 600 - - - - - -
5x200

D 75.78 | 288.9 | 0.000 | 406.3 | 600 - - - - - -
10x100

D 3409 | 503.0 | 0.097 | 1000. | 600 - - - - - -
10x200

D 103.8 | 600.8 | 0.000 | 1000 | 600 - - - - - -
20x100

D 901.7 | 661.1 | 0.000 | 1950 | 600 - - - - - -
20x200

Tabela A8 - Lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solug&o 6tima nédo conhecida.
NUmero méximo deiteragdes é igual a 600. A restricao relaxada é a da atribuicéo.
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Problem || t_med | gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% | 0.5%
(10%) | (10% | (10

C5x15 1.681 | 5.653 | 1.840 | 3.840 | 184 0.330 | 0.495 | 0.747 | 0.934 | 1.198 | 1.500
C5x20 2.637 | 2.911 | 0.000 | 2.921 | 196 0.396 | 0495 | 0.780 | 1.275 | 1.692 | 2.132
C5x25 3.362 | 1.900 | 0.349 | 1.554 | 185 0.659 | 0.725 | 0.835 | 1.198 | 2.253 | 2.879
C5x30 6.121 | 2.549 | 0.311 | 2.246 | 251 0.758 | 0.846 | 1.011 | 1.516 | 3.209 | 4.517
C8x24 6.066 | 3.062 | 0.716 | 2.355 | 213 0.890 | 0.978 | 1.055 | 2.582 | 3.418 | 4.198
C8x32 10.14 | 2528 | 0.793 | 1.740 | 258 1450 | 1.528 | 1.659 | 2.077 | 5.791 | 6.934
C8x40 15.77 | 0.939 | 0.000 | 0.940 | 258 2.384 | 2495 | 2.648 | 3.088 | 7.868 | 10.99
C8x48 27.17 | 3.687 | 2477 | 1.215 | 333 3.582 | 3.802 | 4.330 | 5242 | 1242 | 15.13
C10x30 | 13.33 | 2.900 | 0.839 | 2.067 | 280 1813 | 1934 | 2131 | 3912 | 7.176 | 8.868
C10x40 | 21.09 | 2.996 | 1.888 | 1.112 | 273 3.231 | 3.341 | 3.626 | 4.066 | 11.56 | 12.66
C10x50 | 29.22 | 2.110 | 1.022 | 1.091 | 257 4.308 | 4593 | 4901 | 5451 | 1540 | 19.47
C10x60 | 45.59 | 1.328 | 0.554 | 0.776 | 293 7.055 | 7.352 | 7.780 | 8.352 | 18.23 | 26.47

Tabda A9 - Lagsur para problemas das classes A, B, C e D com solugado étima conhecida. Nimero
maximo de iteragtes € igual a600. A restricdo relaxada é a da atribuigéo.

Prob N gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% % | 3% | 2% 1% | 0.5%
(109 | (0% | (@109

A5x100 | 6.820 | 0.128 | 0.000 | 0.128 | 222 | 2.650 | 2.750 | 2.850 | 2.970 | 3.100 | 3.250
AB5x200 | 2554 | 0.085 | 0.000 | 0.085 | 256 | 12.39 | 13.27 | 14.17 | 15.37 | 1654 | 17.13
A10x100 | 16.87 | 0.413 | 0.000 | 0.413 | 277 | 6.290 | 6.470 | 6.600 | 6.780 | 7.070 | 7.190
A10x200 | 64.56 | 0.089 | 0.000 | 0.089 | 326 | 31.89 | 32.92 | 33.92 | 35.12 | 36.53 | 3752
A20x100 | 31.29 | 0.784 | 0.000 | 0.785 | 260 | 16.33 | 1657 | 16.82 | 17.06 | 17.42 | 17.77
A20x200 | 181.4 | 0.098 | 0.000 | 0.098 | 452 | 89.01 | 90.20 | 91.87 | 93.91 | 96.79 | 98.42
B5x100 | 16.75 | 8.628 | 0.000 | 8.703 | 464 | 1.040 | 1.100 | 1.210 | 1.390 | 10.24 | --
B5x200 | 49.35 | 1.821 | 0588 | 1.236 | 496 | 6.020 | 6.470 | 7.240 | 8.350 | 10.45 | 12.24
BI0X100 | 23.74 | 0.199 | 0.000 | 0.199 | 388 | 4.440 | 4.810 | 5.230 | 5.780 | 6.840 | 8.320
B10x200 | 118.0 | 0.396 | 0.108 | 0.288 | 600 | 10.70 | 21.16 | 22.63 | 24.87 | 28.28 | 32.08
B20x100 | 43.67 | 0.438 | 0.000 | 0.438 | 361 | 12.13 | 12.48 | 12.97 | 13.69 | 14.79 | 15.77
B20x200 | 222.4 | 1.797 | 0.414 | 1.386 | 557 | 56.75 | 59.42 | 62.54 | 66.68 | 74.02 | 83.30
C5x100 || 11.62 | 0.591 | 0.453 | 0.138 | 357 | 1.700 | 1.900 | 2.110 | 2.430 | 2.990 | 3.510
C5x200 || 56.49 | 2.225 | 1.557 | 0.669 | 569 | 4.560 | 4.790 | 5.150 | 5.640 | 7.100 | 16.64
CI0x100 || 34.38 | 5.435 | 2.871 | 2578 | 523 | 4530 | 4.820 | 5.170 | 5.720 | 7.480 | 21.46
C10x200 || 100.6 | 1.677 | 0.108 | 1.571 | 518 | 19.48 | 20.92 | 22.88 | 25.08 | 29.21 | 35.06
C20x100 || 5356 | 2.735 | 1.045 | 1.694 | 429 | 11.63 | 12.11 | 12.71 | 13.68 | 15.72 | 19.97
C20x200 || 229.0 | 1.926 | 0.000 | 1.929 | 565 | 55.82 | 58.52 | 61.96 | 66.23 | 73.32 | 82.15
D5x100 || 32.37 | 0.095 | 0.000 | 0.095 | 249 | 29.97 | 30.07 | 30.17 | 30.26 | 30.35 | 30.41
D5x200 || 609.9 | 0.048 | 0.000 | 0.048 | 394 | 600.6 | 6011 | 601.7 | 602.3 | 602.9 | 603.2
D10x100 | 40.87 | 0.094 | 0.000 | 0.094 | 367 | 36.05 | 36.17 | 36.28 | 36.40 | 36.52 | 36.63
D10x200 | 210.0 | 0.348 | 0.000 | 0.340 | 600 | 197.2 | 198.0 | 198.7 | 199.5 | 200.5 | 201.3
D20x100 || 83.17 | 0.073 | 0.000 | 0.073 | 579 | 71.77 | 72.00 | 72.34 | 72.57 | 72.81 | 73.04
D20x200 || 517.5 | 447.9 | 0.000 | 811.3 | 600 - - - - — —

Tabda A10 - Lagsur para problemas das classes A, B, C e D com soluggo étima n&o conhecida.
NUmero méximo deiteragdes é igual a 600. A restricao relaxada é a da atribuicéo.
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A.1.2.3 - Relaxacao lagsur versusrelaxacéo lagrangeana

Divisdo, campo a campo, dos valores obtidos com a relaxagdo lagsur com a
relaxagdo lagrangeana.

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%

C5x15 | 1.663 [ 1.317 [3.092 [1033 | 1720 [3754 [4091 (3773 | 2739 | 2139 [ 2.000

C5x20 | 1.690 [ 1.115 (1000 [1115 |1704 [2000 [1960 (2149 | 2470 | 2110 | 1.288

C5x25 | 1.758 | 1.251 u 1.015 | 1682 | 1426 | 1345 | 1382 | 1678 | 2470 | 2.339

C5x30 | 1.317 [0878 [0502 [0980 | 1342 |[1767 |[1636 (1485 | 1643 | 1849 | 1.638

C8x24 | 1468 | 1.330 | 2000 | 1.209 | 1.357 | 1228 | 1.219 | 1.200 | 2582 | 2510 | 1.910

C8x32 | 1249 [0815 [0600 [0974 | 1246 [0962 [0940 (0926 | 1032 | 2178 | 1.566

C8x40 | 1428 [0971 [1000 [0971 |1395 [0875 [0863 [0849 | 0900 | 1826 [ 1.780

C8x48 | 1.118 [ 1.052 [ 1077 [1005 | 1106 |[1012 [0925 (0902 | 0.893 | 1645 | 1.263

C10x30 | 1.190 | 0.957 | 0.749 | 1.079 | 1.162 1.019 | 1.012 1.010 | 1663 | 2184 | 1546

C10x40 | 1.352 | 0928 | 1.002 | 0.825 | 1313 | 0899 | 0856 |0.864 | 0.879 | 2108 | 1548

C10x50 | 1.123 | 1.051 | 0.997 1109 | 1098 | 0766 | 0.758 | 0.746 | 0.748 | 1.787 | 1.640

C10x60 | 1.188 | 0.818 | 0.667 | 0.979 | 1.163 | 0.675 | 0.667 | 0.663 | 0.660 | 1.273 | 1.596

TabdaAll . Lagsur/lagrangeano para problemas da classe C com solugdo 6tima conhecida. Nimero
maximo de iteragtes € igual a600. A restricdo relaxada é a da atribuigéo.
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prob | t gapl | gap2 | gap3 | niter | 5% | 4% | 3% | 2% | 1% | 05%

g\ 100 0856 [ 1.00 |[1.00 |100 |0.982 | 0421 | 0422 | 0.420 | 0.418 | 0.418 | 0.427
X

g\ 200 0538 [ 0255 [ 1.00 | 0.255 | 0.545 | 0.394 | 0.400 | 0.395 | 0.399 | 0.400 | 0.398
X.

/i\o 100 0.877 | 2374 | 1.00 | 2374 | 0972 | 0.392 | 0.392 [ 0.390 | 0.391 | 0.395 | 0.395
X

/i\o 200 0591 [ 100 [100 |100 |0.599 |0.366 | 0.366 | 0.366 | 0.367 | 0.367 | 0.369
X

g\o 100 0.635 | 4585 | 1.00 | 4586 | 0.660 | 0.381 | 0.381 | 0.381 | 0.380 | 0.382 | 0.385
X

A 0.741 | 0.001 | 0.000 | 0.001 | 0.753 - - - - - -

20x200

g 100 1.104 | 0.367 | 1.000 | 0.361 | 1.166 | 0.638 | 0.556 | 0.432 - - -

X

g 200 0.821 | 1495 | p 1.015 | 0.827 | 0.481 | 0.465 | 0.452 | 0.447 | 0.451 | 0.461
X.

?O 100 0.662 | 0.349 | 0.000 | 1.442 | 0.675 | 0.459 | 0.459 | 0.450 | 0.441 | 0.451 | 0.481
X

?O 200 1.033 | 0.110 | 0.037 | 0.417 | 1.000 | 0.394 | 0.395 | 0.392 | 0.395 | 0.398 | 0.409
X

20 100 0.620 | 0.716 | 0.000 | 1.082 | 0.639 | 0.399 | 0.396 | 0.395 | 0.394 | 0.400 | 0.404
X

B 0.909 | 0.020 | 1.000 | 0.014 | 0.928 -- -- -- - - -

20x200

g 100 0.736 [ 0950 | 1.00 | 0.817 | 0.766 | 0.592 | 0.572 | 0.547 | 0.534 | 0.529 | 0.525
X

g 200 0.930 |3192 |p 0.959 | 0.948 | 0.528 | 0.496 | 0.463 | 0.412 | 0.390 | 0.743
X.

fo 100 0.859 | 1.308 | 1.857 | 0.984 | 0.872 | 0.467 | 0.459 | 0.455 | 0.453 | 0.502 | 1.174
X

fo 200 0.896 | 0.556 | 0.125 | 0.728 | 0.863 | 0.404 | 0.401 | 0.402 | 0.402 | 0.412 | 0.432
X

go 100 0.680 | 0.586 | 1.208 | 0.971 | 0.715 | 0.405 | 0.401 | 0.223 | 0.219 | 0.417 | 0.470
X

go 200 0.929 [ 0.580 | 0.000 | 0.618 | 0.942 | 0.353 | 0.353 | 0.354 | 0.354 | 0.358 | 0.370
X

5? 100 0.482 | 1.203 | 1.000 | 1.203 | 0.507 | 0.457 | 0.437 | 0.456 | 0.455 | 0.454 | 0.454
X

D 0.447 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.657 - - - - - -

5x200

D 0.539 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.612 - - - - - -

10x100

D 0.615 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 1.000 -- -- -- -- - -

10x200

D 0.801 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.965 | -- - » - — —

20x100

D 0574 | 0.678 | 1.000 | 0.416 | 1.000 | -- ~ - — — —

20x200

conhecida. Nimero maximo de iteracfes € igual a 600. A restricdo relaxada € a da atribuicdo.

Tabea A12 - Lagsur/lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugdo 6tima ndo
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A.1.3 - Proposta de Jornsten e Nasberg (J e N)

A.1.3.1 - Relaxacéo lagrangeana conforme a propostade J e N

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (103 | (103

C5x15 | 1.648 [ 4959 [0595 [4.388 | 130 0.0769 | 0.0989 | 0.165 [ 0.440 [ 0.934 -

C5x20 | 4440 | 4120 | 0.000 | 4.140 | 253 0.1319 | 0.2198 | 0.3077 | 0.7143 | 1.681 | 3.335

C5x25 | 7.868 | 2597 | 0.000 | 2.604 | 306 0.2637 | 0.3517 | 0.604 [ 1.297 | 2.659 | 4.571

C5x30 | 9.253 [ 3407 [0.311 [ 3111 | 265 0220 | 0297 | 0418 [ 0758 | 2506 | 4.383

C8x24 | 16.13 [ 3785 | 0.358 | 3.443 [ 413 1.055 | 1517 | 2462 | 4550 | 8.637 | 11.28

C8x32 | 3426 | 4354 [0531 [3842 | 520 1593 | 2539 | 4407 | 8769 | 1817 | 2545

C8x40 [ 50.01 [ 4533 |0631 |3921 |54 3451 |[5143 [8132 | 1426 | 28.63 | 39.55

CB8x48 | 80.54 [ 5473 | 1943 | 3549 [ 526 1.385 | 2066 | 3.483 | 7.527 | 30.44 | 62.14

C10x30 | 47.68 | 5830 | 0.558 | 5304 | 582 3220 |[4.868 [8066 | 1519 | 2659 | 43.66

C10x40 | 7409 | 8403 | 2517 | 5938 | 600 7.857 [ 1195 [19.08 | 32.34 [ 5498 -

C10x50 | 97.31 | 6495 | 1.020 | 5511 | 593 8121 | 1173 | 1794 | 3040 | 59.32 -

C10x60 | 134.21 | 14.289 | 3.043 | 11.410 | 600 22.12 | 3356 | 5158 | 84.94 -- --

Tabda A13 - Lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugdo étima conhecida.
NUmero méaximo de iteragdes € igual a 600. Proposta de Jornsten e Nasberg.
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prob |t gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (10% | (109

élOO 22.37 | 0.533 | 0.000 | 0.534 | 600 8.330 | 9.870 | 11.62 | 14.17 | 17.18 | 19.03
X

2200 63.65 | 22.94 | 0.000 | 23.46 | 600 2797 | 3842 | 5183 | -- - -
X.

A 4293 | 36.42 | 0.638 | 37.13 | 600 3549 | 4050 | -- - - -
10x100

A 1233 | 75.62 | 0.000 | 81.80 | 600 - - -- - -- --
10x200

A 87.60 | 120.2 | 0.000 | 136.7 | 600 - - -- - -- --
20x100

A 253.7 | 1555 | 0.414 | 183.6 | 600 - - -- - -- --
20x200

5100 30.43 | 57.94 | 27.70 | 32.11 | 600 1430 | 2210 | -- - - -
X

5200 64.62 | 3.927 | 1.529 | 2.407 | 600 6.940 | 8.610 | 10.52 | 13.08 | 17.49 | 26.13
X.

?o 100 69.04 | 1595 | 5180 | 10.94 | 600 9.280 | 11.76 | 16.87 | 28.83 | -- -
X

?o 200 1229 | 1845 | 6.483 | 12.19 | 600 34.17 | 4245 | 55.02 | 78.05 | -- -
X

B 185.0 | 60.74 | 7.058 | 57.15 | 600 - - -- - -- --
20x100

B 2426 | 69.88 | 5.274 | 69.46 | 600 - - -- - -- --
20x200

EC>100 30.17 | 0.991 | 0.453 | 0.539 | 600 1390 | 1.790 | 2.240 | 3.310 | 6.650 | 11.33
X

gzoo 78.48 | 8.607 | 5.271 | 3.364 | 600 4.260 | 5.420 | 7.100 | 9.430 | 13.39 | 22.80
X.

fo 100 70.08 | 13.06 | 3.757 | 9.425 | 600 8.450 | 10.14 | 13112 | 1991 | 63.25 | --
X

fo 200 123.7 | 16.95 | 4650 | 12.51 | 600 33.45 | 4049 | 52.88 | 78.05 | -- -
X

C 176.5 | 40.65 | 8.361 | 33.66 | 600 7799 | 1228 | -- - - -
20x100

C 250.4 | 60.10 | 8.220 | 55.20 | 600 -- -- -- - - -
20x200

D 2239 | 30.41 | 0.000 | 31.36 | 600 2183 | 2209 | -- - - -
5x100

D 617.4 | 107.4 | 0.000 | 120.3 | 600 - - -- - -- --
5x200

D 643.4 | 172.0 | 0.000 | 207.8 | 600 - - -- - -- --
10x100

D 1589. | 2925 | 0.000 | 413.4 | 600 - - -- - -- --
10x200

D 312.7 | 3679 | 0.000 | 582.1 | 600 - - -- - -- --
20x100

D 538.9 | 456.0 | 0.000 | 838.2 | 600 - - -- - -- --
20x200

conhecida. NUmero maximo de iteragdes é igual a 600. Proposta de Jornsten e Nasberg.

TabdaAl4 - Lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugéo 6tima ndo
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prob |t gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (10% | (109

g\loo 23.37 | 0.219 | 0.000 | 0.219 | 627 8.220 | 9.810 | 11.65 | 14.18 | 17.30 | 19.14
X

g\zoo 123.0 | 0.101 | 0.000 | 0.101 | 1172 | 27.95 | 38.39 | 51.78 | 68.78 | 90.23 | 101.9
X.

/i\o 100 77.83 | 0.183 | 0.000 | 0.183 | 1080 | 35.49 | 4050 | 46.64 | 52.74 | 60.94 | 66.08
X

A 247.1 | 30.62 | 0.000 | 31.59 | 1200 | 182.3 | 213.3 - - - -
10x200

A 177.4 | 50.92 | 0.000 | 53.65 | 1200 - - - - - -
20x100

A 496.2 | 96.74 | 0.310 | 106.8 | 1200 - - - - - -
20x200

gloo 35.45 | 57.60 | 27.70 | 32.06 | 660 1.470 | 2.31 - - - -
X

5200 88.58 | 3.449 | 1.529 | 1.926 | 763 6.930 | 8.610 | 10.52 | 13.10 | 17.51 | 26.12
X.

?O 100 167.3 | 6.880 | 2.374 | 4537 | 1200 | 9.29 11.76 | 16.87 | 28.81 | 74.75 | 154.9
X

?O 200 3735 | 8.097 | 4214 | 3.914 | 1200 | 34.17 | 42.45 | 55.02 | 78.05 | 144.6 | 3125
X

B 553.2 | 38.38 | 5.813 | 33.87 | 1051 | 2255 | 378.0 - - - -
20x100

B 556.0 | 39.18 | 3.00 | 37.66 | 1200 | 3855 | 4955 - - - -
20x200

gloo 24.61 | 782.0 | 453.0 | 328.0 | 664 0973 | 1.253 | 1.561 | 2.310 | 4.648 | 7.931
X

gzoo 79.86 | 8.607 | 5.271 | 3.364 | 607 426 |[5420 | 7.10 | 9.440 | 13.39 | 22.77
X.

fo 100 1854 | 530 |[0.000 |5.325 | 1200 | 8450 | 10.14 | 13.12 | 1991 | 63.25 | --
X

fo 200 4414 | 7.235 | 1.730 [ 5545 | 1200 | 33.45 | 4049 |52.88 | 78.05 | 1675 | --
X

go 100 4736 | 23.03 | 6.689 | 16.72 | 1200 | 77.99 | 122.8 | 351.7 - - -
X

go 200 5195 | 34.14 | 5.098 | 30.07 | 1200 | 263.8 | 339.1 | 493.3 - - -
X

5?100 130.0 | 0.108 | 0.000 | 0.108 | 902 119.2 | 120.7 | 1224 | 1243 | 126.4 | 127.4
X

EI?ZOO 762.8 | 27.69 | 0.000 | 28.48 | 1200 | 7279 | 7425 | 759.0 - - -
X.

D 342.0 | 51.87 | 0.000 | 54.71 | 1200 - - - - - -
10x100

D 9119 | 160.6 | 0.000 | 0.191 | 1200 - - - - - -
10x200

D 250.0 | 192.0 | 0.000 | 237.7 | 1200 - - - - - -
20x100

D 1137. | 345.7 | 0.000 | 528.5 | 1200 - - - - - -
20x200

conhecida. NUmero méaximo deiteragdes € igual a 1200. Proposta de Jornsten e Nasberg.

Tabda Al5 - Lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugéo 6tima ndo
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A.1.3.2 - Relaxacao lagsur para a propostade J e N

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (10% | (107

C5x15 | 2923 [ 4774 [ 0.000 [ 4.804 | 254 0.4835 | 0.6703 | 0.8462 | 1.088 | 1.3956 | 2.800

C5x20 | 4560 | 4038 | 0.000 | 4.059 | 299 0330 | 0.857 | 1.516 | 2.3956 | 2.8132 | 2.900

Cox25 | 4912 | 1674 | 0348 | 1.328 | 237 0.4176 | 0.6373 | 1.0879 [ 2.3626 | 3.0769 | 3.4835

C5x30 | 5901 | 3.722 | 0.311 | 3.427 | 213 0.3626 | 0.5275 | 0.8901 [ 2.7033 | 3.5165 | 3.9300

C8x24 | 9143 [ 2914 [0.358 [ 2565 | 300 1.033 | 1407 | 2989 | 4.681 | 5956 | 7.110

C8x32 | 21.65 [ 2069 [0.268 [ 1805 | 444 1.286 | 1.857 | 35495 | 8571 | 8.967 | 10.74

CB8x40 | 2855 | 1.554 | 0.000 | 1.557 | 405 2132 | 2.857 | 4.297 1050 | 1437 | 16.13

C8x48 | 48.77 | 2893 | 1.237 | 1.661 | 412 1802 | 2186 | 2956 | 8473 | 16.84 | 23.73

C10x30 | 23.02 | 3.716 | 0.840 | 2.887 | 403 2077 | 3473 | 7.461 1010 | 1221 | 1551

C10x40 | 4062 | 2.348 | 0.837 | 1.515 | 468 3593 |[5363 [9242 | 1955 | 2230 | 2841

C10x50 | 60.00 | 1.431 | 0.000 | 1.433 | 447 4.066 | 5253 |8088 |[1543 | 25.00 | 34.85

C10x60 | 94.09 | 1.867 | 0.277 1594 | 558 7769 | 10.73 | 1720 | 29.46 | 56.92 | 61.21

TabdaA16 - Lagsur para problemas das classes A, B, C e D com solugdo 6tima conhecida. NUmero
maximo de iteracBes éigual a 600. Proposta de Jornsten e Nasberg.
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prob |t gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
(10% | (10% | (109

2100 11.32 | 0.214 | 0.000 | 0.214 | 325 3.010 | 3.650 | 4.360 | 5.390 | 6.560 | 7.740

X

2200 53.71 | 0.072 | 0.000 | 0.072 | 505 9.490 | 13.03 | 17.59 | 24.32 | 33.09 | 37.97

X.

?o 100 29.39 | 0.175 | 0.000 | 0.175 | 441 11.35 | 13.27 | 15.36 | 17.66 | 20.98 | 24.08

X

?o 200 1245 | 6.123 | 0.000 | 6.161 | 600 5519 | 65.75 | 78.65 | 95.00 | 1145 --

X

90 100 86.45 | 8.760 | 0.000 | 8.837 | 600 53.92 | 59.99 | 66.80 | 74.89 | 84.99 -

X

A 243.1 | 49.11 | 0.310 | 51.32 | 600 239.1 - - - - -

20x200

5100 19.95 | 55.31 | 2450 | 32.14 | 504 0.910 | 1.170 -- - - -

X

5200 42,75 | 3.259 | 1.294 | 1.971 | 390 3.410 | 3.820 | 4350 | 5.170 | 6.420 | 11.29

X.

?o 100 4473 | 4.688 | 1.727 | 2.975 | 600 2.980 | 3.760 | 5.180 | 8.290 | 19.60 | 40.98

X

?o 200 1225 | 6.406 | 3.241 | 3.185 | 600 10.60 | 13.06 | 16.44 | 23.89 | 47.29 | 84.01

X

20 100 149.2 | 19.17 | 4.360 | 15.10 | 600 35.62 | 51.10 | 72.89 | 116.9 -- -

X

20 200 2448 | 2463 | 2.172 | 23.02 | 600 9453 | 125.2 | 177.6 -- - -

X

EC>100 1291 | 0.311 | 0.000 | 0.311 | 346 0.860 | 0.960 | 1.140 | 1.480 | 3.040 | 5.240

X

EC>200 55.23 | 8134 | 4912 | 3.248 | 487 2.740 | 2940 | 3.270 | 3.910 | 5.180 | 14.17

X.

fo 100 56.66 | 4.058 | 00000 | 4.074 | 600 3.090 | 3.620 | 4400 | 6.870 | 20.75 | 45.97

X

fo 200 121.3 | 5.027 | 0.757 | 4.292 | 600 11.00 | 12.88 | 15.92 | 24.20 | 51.21 | 102.9

X

go 100 127.2 | 1452 | 3.344 | 11.34 | 600 17.30 | 24.73 | 36.36 | 60.48 -- -

X

go 200 2589 | 22.22 | 3.850 | 18.79 | 600 7290 | 97.33 | 141.2 | 235.6 -- -

X

5?100 59.67 | 0.068 | 0.000 | 0.068 | 409 50.66 | 51.52 | 52.58 | 53.64 | 54.94 | 55.68

X

5200 620.0 | 0.048 | 0.000 | 0.048 | 600 608.8 | 610.3 | 611.8 | 613.7 | 615.8 | 616.7

X.

1Do 100 192.8 | 1.684 | 0.000 | 1.687 | 600 175.8 | 1785 | 181.2 | 184.3 | 187.4 | 189.3

X

D 7257 | 77.18 | 0.000 | 83.63 | 600 - - - - - -

10x200

D 155.3 | 94.62 | 0.000 | 104.5 | 600 - - - - - -

20x100

D 1703 | 228.5 | 0.000 | 296.2 | 600 - - - - - -

20x200

Tabda A17 - Lagsur para problemas das classes A, B, C e D com soluggo étima n&o conhecida.
NUmero maximo de iteragdes € igual a 600. Proposta de Jornsten e Nasberg.




126

prob |t gapl |gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% | 0.5%
(109 | (109 | (109

A o, | 1106 [0214 10000 [0214 [325 | 2960 3580 [4260 |5.270 [ 6420 [ 7570
A oo | 5278 [ 0072 | 0000 [0072 [505 |9.30 [1280 [17.27 | 23.87 [ 3250 |37.30
A oo | 2228 [ 0175 0000 [0175 | 441 [11.32 [1322 | 1531 [ 17.60 | 2092 | 24.00
A o | 1714 [ 0139 | 0000 [0.139 [854 | 5516 [ 6569 | 7857 |94.99 [ 1145 1286
A 1o | 1157 [ 0215 | 0000 [0215 [ 851 | 5404 [ 6011 |69.94 | 7503 [ 85.16 | 96.01
A oo | 4757 [ 3408 | 0.000 [3420 [1200 | 2394 [2742 [ 3133 | 3588 | 4176 4573
B, | 2465|576 [249 [347 [518 [050 [064 - - - -

B o | 7405 [3104 1294 [1816 | 589 [337 [377 [429 [509 [633 |I1L11
B o | 7004 [ 1774 [ 0432 | 1345 [ 779 [297 |376 [517 [826 |1952 [40.86
B o | 2285 [ 1229 [ 0648 | 0582 [ 985 [ 1057 | 1301 [ 1638 | 2383 | 47.26 | 8395
B o | 2307 [ 1590 [0415 | 1177 [1200 [357 |5L17 [7305 [117.1 | 1972 | 3560
B o | 2203 | 1034 [ 0827 [0.615 [ 1200 [947 [1254 |177.9 2888 | 5354 | -

C o | 129 [0311 [0000 [0311 [346 [08 [095 [113 [147 [308 [523

C o | 5431 8134 [49012 [3248 [487 |269 [289 [321 |384 [5090 [1396
C 1o | 6315 [ 3084 [0000 [3093 [ 652 [302 |3500 [439 [632 |1808 [3843
C oo | 3160 [ 3240 [0433 | 2817 [ 857 [1489 |17.45 [2156 | 3283 | 6948 | 1400
C oo | 2341 [ 4435 [0418 [4035 [ 1100 [2535 | 3623 | 5324 | 8346 | 2255 | 3013
C oo | 2300 [ 9571 [1769 | 7.878 [ 1200 [ 6183 | 8154 [ 1183 [197.2 | 4110 [ -

D ., | 5869 0068 [0000 [0068 [409 |49.89 [5074 [5177 | 5281 [ 5408 |54.80
D o | 3910 [0048 [0000 [0048 [610 [3839 | 3847 [3856 | 3868 | 3881 | 3887
D 1o | 1969 [ 0092 [0000 [0.092 [ 691 [1756 | 1783 [1809 [ 1840 | 1871 [ 1890
D o | 8504 | 0.047 [0000 [0.047 [ 1147 [756.3 | 7695 | 7840 | 8014 | 8195 | 8283
D 1o | 2%5:6 [ 0070 0000 0070 [ 1193 [1837 | 1919 [2008 [210.9 | 2211 [ 2270
D o | 1188 | 8481 10000 | 9267 | 1200 = - - - — —

Tabda A18 - Lagsur para problemas das classes A, B, C e D com soluggo étima n&o conhecida.
NUmero méaximo de iteragdes € igual a 1200. Proposta de Jornsten e Nasberg.
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A.1.3.3 - Relaxacao lagsur versusrelaxacao lagrangeana para a
proposta de Jornsten e Nasberg

Divisdo, campo a campo, dos valores obtidos com o lagsur com a relaxagéo
lagrangeana.

prab t med | gapl gap2 gap3 n_iter 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%

C5x15 | 1.774 [ 0962 [0.000 [ 1094 |[1954 (6287 [6778 [5129 | 2473 [ 1494 -

C5x20 | 1.027 [ 0980 [ 1000 [0980 | 1182 | 2502 |[3899 [4927 |3354 |1674 |[0.870

C5x25 | 0.624 | 0.645 u 0510 | 0775 | 1584 | 1812 | 1801 | 1822 | 1157 | 0.762

C5x30 | 0.638 [ 1.093 [1000 [1102 | 0804 |[1648 |[1776 (2129 | 3566 | 1.403 [ 0.900

C8x24 | 0567 [0770 [1000 [0745 |0726 [0980 [0928 (1214 | 1029 | 0.699 [ 0.630

C8x32 | 0632 | 0475 | 0505 | 0470 | 0854 0807 |0731 |0805 | 0977 | 0494 | 0422

C8x40 | 0571 [0343 [0.000 [0397 |[0749 |[0618 [0556 [0528 | 0736 | 0502 [ 0.408

CB8x48 | 0.606 [ 0529 [ 0637 | 0468 [0783 [1301 |[1058 |0849 [1126 [ 0553 | 0.382

C10x30 | 0483 | 0637 | 1505 | 0544 | 0692 | 0645 | 0713 0925 | 0665 | 0459 | 0.355

Cl0x40 | 0548 | 0279 | 0333 | 0255 | 0.780 | 0.457 | 0449 | 0484 | 0.605 | 0.406 -

C10x50 | 0.617 | 0220 | 0.000 | 0260 | 0.754 | 0501 | 0446 | 0451 | 0508 | 0421 | 3485

C10x60 | 0.701 | 0.131 | 0.091 | 0140 | 0930 | 0351 | 0320 | 0334 | 0.347 | 56.92 | 61.21

Tabeda A19 - Lagsur/lagrangeano para problemas da classe C com solugdo 6tima conhecida. Nimero
maximo de iteracles éigual a 600. Proposta de Jornsten e Nasberg.
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prob t gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
é 100 0.506 | 0.402 | 1.000 | 0.401 | 0.542 | 0.361 | 0.370 | 0.375 | 0.380 | 0.381 | 0.407
X
é 200 0.844 | 0.003 | 1.000 | 0.003 | 0.842 | 0.339 | 0.339 | 0.339 -- -- --
X,
A 0.685 | 0.005 | 0.000 | 0.005 | 0.735 | 0.320 | 0.328 -- -- -- --
10x100
A 1.010 | 0.081 | 1.000 | 0.075 | 1.000 -- -- -- -- -- --
10x200
A 0.987 | 0.073 | 1.000 | 0.075 | 1.000 -- -- -- -- -- --
20x100
A 0.958 | 0.316 | 0.749 | 0.280 | 1.000 -- -- -- -- -- --
20x200
g 100 0.656 | 0.955 | 0.885 | 1.001 | 0.840 | 0.636 | 0.840 -- -- -- --
X
g 200 0.662 | 0.830 | 0.850 | 0.819 | 0.650 | 0.368 | 0.325 | 0.258 | 0.179 -- --
X,
?0 100 0.648 | 0.294 | 0.333 | 0.272 | 1.000 | 0.321 | 0.320 | 0.307 | 0.288 -- --
X
?0 200 0.997 | 0.347 | 0.499 | 0.261 | 1.000 | 0.310 | 0.308 | 0.299 | 0.306 -- --
X
B 0.807 | 0.316 | 0.618 | 0.264 | 1.000 -- -- -- -- -- --
20x100
B 1.009 | 0.353 | 0.412 | 0.331 | 1.000 -- -- -- -- -- --
20x200
g 100 0.428 | 0.314 | 0.000 | 0.577 | 0.577 | 0.619 | 0.536 | 0.509 | 0.447 | 0.457 | 0.463
X
g 200 0.704 | 0945 | 0.932 | 0.966 | 0.812 | 0.643 | 0.542 | 0.461 | 0.415 | 0.387 | 0.622
X,
fo 100 0.809 | 0.310 | 0.000 | 0.432 | 1.000 | 0.366 | 0.357 | 0.335 | 0.345 | 0.328 --
X
fo 200 0.981 | 0.297 | 0.163 | 0.343 | 1.000 | 0.329 | 0.318 | 0.301 | 0.310 -- --
X
C 0.721 | 0.357 | 0.387 | 0.337 | 1.000 | 0.222 | 0.201 -- -- -- --
20x100
c 1.034 | 0.370 | 0.468 | 0.340 | 1.000 -- -- -- -- -- --
20x200
EI? 100 0.267 | 0.002 | 1.000 | 0.002 | 0.682 | 0.232 | 0.233 -- -- -- --
X
D 3.321 | 0.001 | 1.000 | 0.001 | 1.000 -- -- -- -- -- --
5x200
D 0.300 | 0.010 | 1.000 | 0.008 | 1.000 -- -- -- -- -- --
10x100
D 0.457 | 0.264 | 1.000 | 0.202 | 1.000 -- -- -- -- -- --
10x200
D 0.497 | 0.257 | 1.000 | 0.180 | 1.000 -- -- -- -- -- --
20x100
D 3.160 | 0.501 | 1.000 | 0.353 | 1.000 -- -- -- -- -- --
20x200

conhecida. NUmero maximo de iteragdes é igual a 600. Proposta de Jornsten e Nasberg.

Tabela A20 - Lagsur/lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugdo 6tima nao
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A tabelaacimafoi construida levando-se em consideragéo o limite méximo de 600
iteracOes. Entretanto, observa-se que, dos testes feitos, cujos resultados estéo no apéndice
A, que ainda é possivel alcancar mais resultados, bastando para isso aumentar o nimero
maximo de iteracdes para 1200. Os resultados obtidos estdo a seguir.

prob |t gapl | gap2 | gap3 | n_iter | 5% 4% 3% 2% 1% 0.5%
é 100 0.473 | 0.977 | 1.00 | 0.077 | 0.002 | 0.360 | 0.365 | 0.366 | 0.372 | 0.371 | 0.396
X
é 200 0429 | 0.713 | 1.00 | 0.713 | 0431 | 0.333 | 0.333 | 0.334 | 0.347 | 0.360 | 0.366
X.
?o 100 0.376 | 0.956 | 1.00 | 0.956 | 0.408 | 0.319 | 0.326 | 0.328 | 0.334 | 0.343 | 0.363
X
A 0.694 | 0.005 | 1.00 | 0.004 | 0.712 | 0.303 | 0.308 | -- - - -
10x200
A 0.652 | 0.004 | 1.00 | 0.004 | 0.709 | -- - - -- - --
20x100
A 0.959 | 0.035 | 0.00 | 0.032 | 1.00 - - - -- - --
20x200
g 100 0.695 | 1.00 | 0.899 | 1.082 | 0.785 | 0.340 | 0.277 | -- - - -
X
g 00 0.841 | 0.899 | 0.846 | 0.943 | 0.772 | 0.486 | 0.437 | 0.408 | 0.389 | 0.362 | 0.425
X.
?o 100 0.419 | 0.258 | 0.182 | 0.297 | 0.649 | 0.320 | 0.320 | 0.307 | 0.287 | 0.261 | 0.264
X
?o - 0.692 | 0.152 | 0.154 | 0.149 | 0.821 | 0.309 | 0.306 | 0.300 | 0.305 | 0.327 | 0.269
X
B 0.779 | 0.041 | 0.071 | 0.035 | 1.00 | 0.158 | 0.135 | -- - - -
20x100
B 1.001 | 0.264 | 0.276 | 0.255 | 1.418 | 0.246 | 0.253 | -- - - -
20x200
g 100 0.524 | 0.001 | 0.000 | 0.001 | 0.521 | 0.874 | 0.758 | 0.724 | 0.636 | 0.625 | 0.659
X
g 200 0.680 | 0.945 | 0.932 | 0.966 | 0.802 | 0.632 | 0.533 | 0.452 | 0.407 | 0.380 | 0.613
X.
fo 100 0.341 | 0581 | 1.00 | 0.581 | 0.543 | 0.357 | 0.345 | 0.335 | 0.317 | 0.286 | - -
X
fo - 0.716 | 0.448 | 0.250 | 0.508 | 0.714 | 0.445 | 0431 | 0408 | 0421 | 0415 | --
X
go 100 0.917 | 0.193 | 0.063 | 0.241 | 0917 | 0.325 | 0.295 | 0.151 | -- - -
X
go - 1.020 | 0.280 | 0.347 | 0.262 | 1.00 | 0.234 |[0.240 | 0.240 | -- - -
X
El? 100 0.452 | 0.630 | 1.00 | 0.630 | 0.453 [ 0.419 | 0.420 | 0.423 | 0.425 | 0.428 | 0.430
X
El? - 0.192 | 0.002 | 1.00 | 0.002 | 0.508 | 0.527 | 0.518 | 0508 | -- - -
X.
D 0.576 | 0.002 | 1.00 | 0.002 | 0.576 | -- - - -- - -
10x100
D 0939 | 0001 | 1.00 |0.246 | 0.956 | -- - - -- - -
10x200
D 0.982 | 0.001 | 1.00 |0.001 | 0994 | -- - - -- - -
20x100
D 1.045 | 0.245 [ 1.00 | 0.175 | 1.00 - - - -- - -
20x200

Tabela A21 - Lagsur/lagrangeano para problemas das classes A, B, C e D com solugdo 6tima ndo
conhecida. NUmero méaximo deiteragdes € igual a 1200. Proposta de Jornsten e Nasberg.
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A.2 -Resultados obtidos com o (PCVS)

Para verificar 0o comportamento da relaxacdo lagsur e também da relaxagéo
lagrangeana, foram usados problemas testes disponiveis na Internet no enderego
http://www.iwr.uni-hei del berg.defiwr/comopt/soft/ TSPLIB95/tsp (TSPLIB). Estes problemas testes

tém solucdo Gtima conhecida, aqual vem junto com os dados dos problemas. Os resultados
estdo dispostos em uma tabela para uma melhor visualizagdo. Em cada tabela, tem-se os
seguintes campos.

Prob - contém o numero de cidades que o problema teste possui.

t - contém o tempo, em segundos, de execucdo para se resolver o dual |agrangeano/lagsur

n_iter - contém o nimero de iteragOes para que o dual 1agrangeano/lagsur

venha a convergir

10%, 5%,.....,0.1% - contém o tempo necessario para o dual lagrangeano/lagsur
venha a atingir a porcentagem de 10%, 5%,.....,0.1% de diferenca
em relacdo a solucdo Gtima.

gapl, gap2, gap3 - séo definidos como:

gapl = (solucdo viavd - relaxacdo)/solucdo Gtima

gap2 = (solucdo Gtima - relaxagdo)/solucdo Gtima

gap3 = (solucdo viave - solucdo 6tima)/solugdo étima

Cada problema foi resolvido usando-se 0 método subgradientes. O nimero maximo
de iteragOes foi 3000. A implementacdo foi em linguagem C. Os problemas forma
executados em estagcdo Sun Sparc Ultra, 128 Mbytes de memoria, 167 Mhz.
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A.2.1 - Resultados obtidos com a relaxacao lagrangeana

Prob t gapl gap2 gap3 10% 5% 4%
16 2.0 0.00023 |0.00023 |0.00000 (1.0 1.0 1.0
22 9.380 0.000123 | 0.000123 | 0.00000 |2.940 4.130 4.370
438 23.0 0.008141 | 0.002355 |0.005834 | 1.00 1.00 2.00
52 6.0 0.002132 | 0.002132 | 0.00000 |1.00 2.00 2.00
100 52.00 0.044380 | 0.018157 | 0.027441 | 0.00 6.00 9.00
225 675.0 0.090032 | 0.039181 | 0.055882 | 2.00 67.00 495.00
442 6469.0 0.06719 |0.007115 |0.064378 | 2.0 527.0 754.0
1002 |52420.0 |0.030597 |0.030597 |0.00000 |6853.0 27475.0 |36714.0
1291 |56066.0 |0.02384 |0.023842 |0.00000 |14.00 420.0 2376.0
1304 |42816.0 |0.040637 | 0.040637 |0.00000 |4234.90 |28094.30 --
1379 |38018.0 |0.015077 |0.015077 |0.00000 |9.90 1918.60 |2826.10
1655 |[128326.0 |0.02204 |0.02204 |0.00000 |40.180 6405.25 |12701.90
1748 |64421.0 |0.040159 |0.040159 | 0.00000 |9739.0 48413.0 --
1889 |87629.0 |0.049982 |0.049982 [0.00000 |10786.0 |87568.0 --
2152 [99230.0 [0.012201 |0.012201 |0.00000 |21.40000 |21.40000 |2900.100
Tabeda A22 - Lagrangeano para instancias do (PCVS) com solugéo 6tima conhecida.
prob n_iter |3% 2% 1% 05% |04% |0.3% |0.2% |0.1%
16 289 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 2.0
22 487 4640 (4870 [6.340 |7.710 |7.980 |8.40 8.710 |(9.10
48 1431 4.0 7.0 11.0 15.0 17.0 19.0 -- --
52 |282 2.00 3.00 4.00 5.00 5.00 5.00 -- --
100 (714 15.00 |[27.00 -- -- -- -- -- --
225 950 -- -- -- -- -- -- -- --
442 | 3000 1119.0 | 1810.0 | 4054.0 -- -- -- -- --
1002 | 3000 -- -- -- -- -- -- -- --
1291 | 3000 13431. -- -- -- -- -- -- --
1304 | 3000 -- -- -- -- -- -- --
1379 | 2986 4412.8 |9465.7 -- -- -- -- -- --
1655 |3000 |29368. -- -- -- -- -- -- --
1748 | 3000 -- -- -- -- -- -- --
1889 | 3000 -- -- -- -- -- -- --
2152 (3000 11413. | 31334. -- -- -- -- -- --

Tabela A23 - Lagrangeano para instancias do (PCVS) com solugéo 6tima conhecida.
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A.2.2 - Resultados obtidos com a relaxacao lagsur

Prob t gapl gap2 gap3 10% 5% 4%
16 1.10 0.000233 | 0.000233 | 0.0000 |0.17 0.19 0.20
22 7.0 0.006471 | 0.000096 | 0.006417 | 1.010 1.160 1.20
48 8.00 0.009697 | 0.002988 | 0.006775 | 0.15 1.00 1.00
52 6.50 0.002121 | 0.002121 | 0.000000 | 0.330 1.00 1.00
100 28.00 0.050297 | 0.021871 | 0.029931 | 0.56 3.00 3.00
225 652.0 0.098934 | 0.039154 | 0.066343 | 2.28 83.0 392.0
442 997.0 0.084628 | 0.009726 | 0.081827 | 1.950 82.00 92.00
1002 |17856.0 |0.011068 |0.011068 |0.00000 |[455.50 |[869.50 1054.80
1291 |15384.0 |0.02188 [0.02188 |0.00000 |14.00 291.0 736.0
1304 |15033.0 |0.018360 |0.018360 | 0.00000 |626.0 1511.0 |[2111.0
1379 [12249.0 |0.014109 | 0.014109 |0.00000 |9.15 315.0 351.0
1655 |128325.0 |0.019877 | 0.019877 |0.00000 [40.180 [1251.0 1600.0
1748 |64419.0 |0.014932 |0.014932 | 0.00000 |785.0 1802.0 [2285.0
1889 |87643.0 |0.017504 | 0.017504 |0.00000 |675.80 |2275.40 |3785.90
2152 199222.0 |0.009182 |0.009182 | 0.00000 |25.7700 |25.7700 |1106.0

Tabda A24 - Lagsur paraingtancias do (PCVS) com solugdo étima conhecida.

prob n iter |3% 2% 1% 05% (04% |0.3% (0.2% |0.1%
16 |264 0.22 0.89 0.93 1.0 1.0 1.0 1.0 1.03
22 | 372 1.28 141 1.72 2.02 2.36 2.52 3.94 4.67
48 |521 1.00 3.00 6.00 7.00 7.00 8.00 -- --
52 309 1.00 4.00 5.00 5.00 5.00 5.00 -- --
100 | 373 4.00 14.00 -- -- -- -- -- --
225 882 -- -- -- -- -- -- -- --
442 | 506 110.00 | 152.00 | 997.00 -- -- -- -- --

1002 | 905 1428.4 | 2514.5 -- -- -- -- -- --

1291 |618 3230.0 -- -- -- -- -- -- --

1304 | 1057 [3678.0 |9060.0 -- -- -- -- -- --

1379 |962 440.0 |3147.0 -- -- -- -- -- --

1655 |3000 |3029.0 |42846. -- -- -- -- -- --

1748 |3000 [3098.0 |6716.0 -- -- -- -- -- --

1889 |3000 [9080.7 |37393. -- -- -- -- -- --

2152 | 3000 |1805.0 |3648.0 |21829. -- -- -- -- --

Tabda A25 - Lagsur parainstancias do (PCVS) com solucdo étima conhecida.
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A.2.3 - Resultados obtidos com a relaxacao lagsur x lagrangeana

Prob t gapl gap2 gap3 10% 5% 4%

16 0.550 1.00 1.00 1.00 0.170 0.190 0.200
22 0.748 52.600 0.78 indeterm | 0.343 0.280 0.275
48 0.347 1.191 1.268 1.161 0.15 1.00 0.50
52 1.083 0.999 0.999 1.00 0.33 0.500 0.50
100 0.583 1.133 1.204 1.090 Indeterm | 0.500 0.333
225 0.925 1.098 0.999 1.187 1.140 1.238 0.792
442 0.154 1.259 1.366 1.271 0.975 0.155 0.122
1002 |0.340 0.361 0.361 0.00000 |0.06646 |0.0316 0.0287
1291 |0.274 0.917 0.917 0.00000 |1.00 0.692 0.3098
1304 |0.351 0.451 0.451 0.00000 |0.1478 0.0537 --
1379 [0.322 0.935 0.935 0.00000 |0.924 0.164 0.124
1655 |[1.00 0.901 0.901 0.00000 |1.00 0.195 0.126
1748 |1.00 0.371 0.371 0.00000 |0.0806 0.0372 --
1889 |[1.00 0.350 0.350 0.00000 |0.06265 |0.0260 --
2152 |[1.00 0.7525 0.7525 0.00000 |1.204 1.204 0.381

Tabela A26 - Lagsur/lagrangeano parainstancias do (PCVS) com solucdo étima conhecida.

prob n_iter |3% 2% 1% 05% |(04% [0.3% [0.2% |0.1%

16 (0913 |0.22 0.800 (0.930 |1.00 1.00 1.00 1.00 0.515
22 (0.763 |0.276 [0.295 |0.271 |0.262 |0.296 |0.300 [0.452 |0.513
48 10.364 [0.250 |0.429 (0546 |0.467 |0412 |0.421 -- --
52 1095 |0.500 [1.333 |1.250 |1.00 1.00 1.00 -- --
100 |0.522 [0.267 |0.519 -- -- -- - -- --
225 10.928 -- -- -- -- -- - -- --
442 10.168 |0.0983 |0.084 |0.246 -- -- - -- --
1002 |0.301 -- -- -- -- -- - -- --
1291 [0.206 |0.2405 -- -- -- -- - -- --
1304 |0.352 -- -- -- -- -- - -- --
1379 |0.320 |0.0997 |0.333 -- -- -- - -- --
1655 |1.00 0.103 -- -- -- -- - -- --
1748 |1.00 -- -- -- -- -- - -- --
1889 |1.00 -- -- -- -- -- - -- --
2152 |1.00 0.158 [0.116 -- -- -- - -- --

Tabela A27 - Lagsur/lagrangeano parainstancias do (PCVS) com solucdo étima conhecida.




134



