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Resumo: A relaxação Lagrangeana/surrogate tem sido aplicada com sucesso a problemas de otimização 
combinatória, mostrando-se uma alternativa eficiente à relaxação Lagrangeana, reduzindo os tempos 
computacionais para problemas de grande porte. O trabalho de Lorena e Narciso [31] apresentou uma 
aplicação da relaxação Lagrangeana/surrogate ao problema simétrico do caixeiro viajante. Os tempos 
computacionais foram reduzidos em até 97 % para problemas grandes (acima de 1000 cidades), quando 
comparados com a aplicação da relaxação Lagrangeana usual. Examinamos neste trabalho o 
comportamento da relaxação Lagrangeana/surrogate com um método de subgradientes mais elaborado, 
que combina os subgradientes de duas iterações consecutivas para obter uma direção de busca. Os 
resultados mostram que o ganho da relaxação Lagrangeana/surrogate é reduzido e esta passa a ter quase o 
mesmo comportamento em tempo que a relaxação Lagrangeana usual.  
Palavras-chave: Relaxação Lagrangean/surrogate, problema do caixeiro viajante, otimização 
combinatória. 
 
 
Abstract: The Lagrangean/surrogate relaxation can be a successful substitute to the usual Lagrangean 
relaxation for combinatorial optimization problems, reducing the computational times for large-scale 
problems. Lorena and Narciso [31] applied the Lagrangean/surrogate relaxation to symmetric traveling 
salesman problems, reducing computational times in large scales instances to 97 % of the ones of the 
usual Lagrangean relaxation. We examine in this work the Lagrangean/surrogate relaxation application 
considering a subgradient method that combines the subgradients of consecutive iterations to find the 
search direction. The computational results show that the computational gain was reduced and the 
behavior of the Lagrangean/surrogate remains similar to the usual Lagrangean.  
Keywords: Lagrangean/surrogate relaxation, Traveling Salesman Problem, Combinatorial Optimization 

 
 

1. Introdução 
 

O problema do Caixeiro Viajante é certamente um dos mais estudados na literatura de Pesquisa 
Operacional. Muitos artigos têm sido publicados sobre o assunto e o problema permanece interessante e 
desafiador ainda nos dias atuais.  



 
A interpretação mais usual ao problema busca por um caminho mais curto para um caixeiro viajante em 
um determinado número de cidades ou clientes. Os clientes devem ser visitados exatamente uma vez e o 
caixeiro deve retornar a sua cidade de origem. Veja o livro de Lawler et al. [25] para uma revisão 
abrangente de métodos de solução, aplicações e problemas relacionados.  O problema é conhecido como 
sendo NP-hard [26], justificando o uso de heurísticas para sua solução, principalmente para problemas de 
larga escala. Johnson and McGeoch [21] apresentam uma revisão recente sobre métodos de busca local 
aplicados ao problema. 
 
A relaxação Lagrangeanan é uma técnica bem conhecida e usada freqüentemente na obtenção de 
limitantes para problema de Otimização Combinatória. (veja por exemplo os trabalhos de revisão  [9, 11] 
os livros [34, 38] ).  Held and Karp [18, 19] aplicaram com sucesso a relaxação Lagrangeana ao Caixeiro 
Viajante no início da década de 70. O limite da relaxação aproxima o limite conhecido atualmente como 
HK (Held e Karp), um limite muito bom (menor que 1% do ótimo) para uma grande classe de problemas 
simétricos [22]. Johnson et al. [22] comentam que o limite HK exato foi conseguido para instancias com 
até 33.810 cidades, usando um programa de resolver programação especialmente adaptado. Para 
instancias ainda maiores, é aplicado um método de subgradientes, proposto originalmente nos trabalhos 
de Held e Karp, mas melhorados por inúmeros recursos [2,17,36,39,40]. Como para algumas instancias 
grandes não conhecemos ainda as soluções ótimas, a comparação de resultados de heurísticas com o 
limite HK tornou-se prática comum. 
 
A relaxação Lagrangeana/surrogate tem se firmado como alternativa à relaxação Lagrangeana, onde os 
mesmos resultados podem ser obtidos em tempos computacionais muito menores [1, 29, 30, 31, 33, 37]. 
Em Lorena & Narciso [31] foi examinado o uso da relaxação Lagrangeana/surrogate com o caixeiro 
viajante simétrico. Para uma classe de problemas testes foram obtidos resultados semelhantes em limites 
aos da relaxação Lagrangeana, mas consumindo apenas 2 % do tempo computacional para problemas 
maiores.   
 
Embora seja fácil de implementar e possua condições de convergência simples de controlar [8, 35],  o 
método usual de subgradientes não é muito eficiente do ponto de vista computacional, podendo apresentar 
um comportamento errático em muitas iterações e gastar muito tempo. Várias são as propostas de 
correção deste comportamento que apareceram na literatura [3,4,5,6,24,25,27].   
 
Estamos examinando neste trabalho a aplicação da relaxação Lagrangeana/surrogate com um método de 
subgradientes mais elaborado, onde uma combinação de subgradientes  (iteração atual e anterior) define a 
direção a seguir. Espera-se que com maior informação sobre a direção de busca o ganho computacional 
obtido com a aplicação Lagrangena/surrogate seja diminuído, mas ainda seja compensador usar a 
relaxação Lagrangeana/surrogate em substituição à relaxação Lagrangeana usual. 
 
 
 

2. A relaxação Lagrangeana/surrogate aplicada ao Caixeiro viajante simétrico 
 
 
A relaxação Lagrangeana/surrogate combina de forma eficiente as relaxações Lagrangeana e surrogate de 
um determinado problema. A relaxação Lagrangeana é usada após a aplicação de uma relaxação do tipo 
surrogate em um conjunto de restrições pré-escolhido, onde as restrições são substituídas por apenas uma, 
modificada por um multiplicador multidimensional. Em seguida toma-se a relaxação Lagrangeana da 
restrição surrogate obtida. Isto induz a um dual local Lagrangeano na variável unidimensional, e esta 



otimização local tende a corrigir a norma do vetor de subgradientes, evitando fortes oscilações em 
métodos de otimização que usam subgradientes como direção de busca. 
 
A relaxação Lagrangeana/surrogate foi aplicada com sucesso em diversos problemas de natureza 
combinatória [1, 29, 30, 31, 33, 37]. A otimização local (dual Lagrangeano local) não necessita ser exata 
e uma busca unidimensional do tipo dicotômica é empregada. Esta otimização também não se mostrou 
necessária em todos os passos do método subgradientes, bastando encontrar o valor do multiplicador por 
algumas iterações inicias do método subgradientes. 
 
Considere um Problema do Caixeiro Viajante definido em um grafo G = (V,E) , V={1,...,n}, e seja a 
variável binária ijx  igual a  1  se a aresta  (i,j) ∈  E é usada no caminho ótimo do caixeiro. Define-se ainda 

a matriz de custos (ou distancias)  C = ][ ijc  , onde  jiij cc =  para todo  i,j ∈  V, que esta associada a  E. A 
formulação usada é   
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As restrições (1) especificam que cada vértice deve ter grau 2,  as restrições (2) eliminam a possibilidade 
de subtours, e (3) representam as condições binárias.  
 
Na aplicação da relaxação Lagrangeana ao problema (P), são usados multiplicadores  Vkk ∈,λ  para 
relaxar as restrições (1). Não faremos isso diretamente, mas preferimos olhar estes multiplicadores como 
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agora um multiplicador unidimensional  t ∈  R, e relaxando esta restrição surrogate na forma Lagrangeana 
temos uma versão surrogate da função Lagrangeana (denominada Lagrangeana/surrogate em  [33]) 
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onde   x  é uma solução viável para o problema de 1-árvore geradora de peso mínimo, que pode ser obtida 
tomando a menor arvore possuindo o conjunto de vértices V\{1} e duas arestas distintas de mínimo custo 
que ligam esta árvore ao vértice 1.  
 
Observe que na expressão (4), quando o multiplicador  t  for fixado no valor  1 , tem-se a relaxação 
Lagrangeana usual, isto é,  L(λ) = )(1 λL . O limite Lagrangeano local é melhorado procurando-se a 
solução do dual D(λ) = )}({ λλ tLMax (observe que não importa o valor de  t  que o dual irá encontrara o 
mesmo limite). Entretanto, para um dado  λ ,  um dual local pode ser identificado como )(λtD  = 



)}.({ λtt LMax  É imediato que  v[ )(λtD ] ≥  v[L(λ)], isto é, o dual local proporciona um limite 
melhorado em relação a relaxação Lagrangeana usual (v[(.)] é um valor ótimo do problema(.)). O dual 
local é resolvido aproximadamente por uma busca unidimensional rápida, devolvendo o melhor valor do 
parâmetro  t. Pode-se notar ainda que , no caso de t = 1  a otimização local não é realizada (o mesmo para 
qualquer valor fixado para  t). 
 
 

3. Os métodos subgradientes 
 
 
Um método de subgradientes foi aplicado por Held e Karp [18, 19, 20] para resolver o problema  D(λ), 
encontrando limites HK aproximados para o problema (P). No trabalho de Lorena e Narciso [31] este 
mesmo método tradicional foi aplicado com a relaxação Lagrangeana/surrogate. Os resultados mostraram 
que os passos tomados na direção dos subgradientes, que são usados na implementação do método 
tradicional, não são adequados (várias outras abordagens de correções destes passos foram sugeridas na 
literatura [3,4,5,6,17, 24,25,27, 35, 39]). 
 
As correções dos multiplicadores foram realizadas com a seguinte fórmula 
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onde  i  é uma iteração do algoritmo,  fv  é o valor de uma solução viável para o problema (P) e λ
tg  é um 

subgradiente.  
 
É fácil observar que as seqüências de limites das relaxações Lagrangeana (t fixado em 1) e 
Lagrangeana/surrogate (t determinado por busca dicotômica) são diferentes, pois os subgradientes são 
distintos, λλ

1ggt ≠ (em geral). O controle do parâmetro  β  é o mesmo sugerido nos trabalhos de Held and 
Karp [18, 19], onde 20 ≤≤ β , começando com β = 2. Se após 20 iterações )]([ λtLv   não aumenta,  β  é 
atualizado para  β = β / 2 . 
 
O subgradiente usado em (5) é facilmente obtido a cada iteração e dado por  
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Estamos examinando neste trabalho o comportamento da relaxação Lagrangeana/surrogate quando um 
método de subgradientes melhorado for usado. Vamos examinar o método que faz uma combinação de 
subgradientes da iteração atual e iteração anterior, especificamente, usa como direção de busca 
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t ggd λλ , sugerida por Reinelt [36]. 

 
 

 4. Resultados computacionais 
 
 
Um conjunto de instancias simétricas foi selecionado da biblioteca de problemas TSPLIB 
(http://www.iwr.uni-heidelberg.de/iwr/comopt/soft/TSPLIB95/tsp) e usado nos testes computacionais. 
 



As instancias são conhecidas como: uly16m; uly22m; att48; berlin52; kroA100; tsp225; pcb442; pr1002; 
d1291, rl1304; nrw1379; d1655; vm1748; rl1889; u2152 u2319; pr2392 and pcb3038 (referidas a seguir 
simplesmente como: 16, 22, 48, 52, 100, 225, 442, 1002, 1291, 1304, 1379, 1655, 1748, 1889 and 2152, 
2319, 2392 3038, e 4461)).  
 
 
Seja  gap = (solução ótima - relaxação)/solução ótima. A tabelas 1 e 2  mostram parta cada instancia o 
melhor gap Lagrangeano (%) e o tempo decorrido (tempo1) para encontrar este gap, o melhor gap 
Lagrangeano/surrogate (%) e o tempo decorrido para encontrar o melhor gap Labrangeano (tempo2), e 
finalmente a razão entre os tempos: tempo2/tempo1 (%).  
 
A tabela 1 refere-se aos resultados obtidos no trabalho de Lorena e Narciso [31], onde a direção de busca 
é o subgradiente local. A relaxação Lagrangean/surrogate se mostrou muito importante neste caso, 
corrigindo passos errados no método de subgradientes e conseguindo resultados expressivos para os 
problemas de grande escala . Por exemplo, usando apenas 2.6 % do tempo empregado pela relaxação 
Lagrangeana para atingir seu melhor limite no caso do problema 1889 , 2.8% para o problema 1002, 3.7% 
para o problema 1748, 5.3% para o problema 1304, 2.6% para o problema 2139, 6.5% para o problema 
2392 e 5.3% para o problema 3038.  Na média entre todas as instancias, o Lagrangeano/surrogate usou 
apenas 28.8 % do tempo requerido pelo Lagrangeano. 
 
Na tabela 2 apresentamos os resultados com a combinação de subgradientes 
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sugerida em Reinelt [36]. Pode-se verificar que o ganho da relaxação Lagrangena/surrogate em relação a 
relaxação usual foi muito pequeno neste caso. A média entre os tempos passou para 98.29%. Isso já era 
de se esperar e vem confirmar que um método de subgradientes mais elaborado introduz mais informação 
ao processo de busca e menores correções são necessárias. O Lagrangeano/surrogate perde vantagem 
nestes casos. Algo semelhante aconteceu na aplicação da relaxação Surrogate contínua ao problema de 
Máxima Cobertura no trabalho de Galvão, espejo e Boffey [10]. Uma informação de qualidade foi dada 
ao método de subgradientes, no caso, um ponto inicial de qualidade, que foi obtido usando-se 
características do problema. Verificou-se que os ganhos computacionais do Surrogate contínuo foram 
reduzidos e equiparados com a aplicação direta do Lagrangeano. 
 
 

5. Conclusões 
 
A relaxação Lagrangean/surrogate tem sido aplicada com vantagens computacionais (tempo) em relação à 
relaxação Lagrangeana usual. No trabalho de Lorena e Narciso [31], aplicamos a relaxação 
Lagrangeana/surrogate ao problema simétrico do caixeiro viajante. Os ganhos computacionais em relação 
a relaxação Lagrangeana usual foi de até 97% para problemas de grande porte. Entretanto o método usual 
de subgradientes empregado nos trabalhos de Held e Karp [18, 19] foi experimentado. Sabíamos de 
antemão que este não seria o mais recomendado, bastando verificar na literatura especializada o grande 
número de sugestões para métodos alternativos, bem como passos alternativos para correção da direção 
de busca.  
 
Examinamos neste trabalho o comportamento da relaxação Lagrangeana/surrogate quando usada em um 
método de busca que combina subgradientes de iterações consecutivas. Quando comparado ao 
Lagrangeano, verificamos os tempos e limites foram praticamente iguais não proporcionado vantagens 
para qualquer método.  
 



O Lagrangeano/surrogate evidencia-se portanto como um método que pode substituir o Lagrangeanno 
usual no caso de falta de informações, onde os passos de métodos subgradientes são corrigidos melhor e 
com maior freqüência. Este trabalho também mostra que o Lagrangeano/surrogate pode ser usado com 
outros métodos subgradientes. Deixamos como sugestão a investigação do uso do Lagrangeano/surrogate 
com um método tipo bundle [6], de uso crescente nos últimos anos. 
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Problema Melhor gap 
Lagrangeano 

% 

Tempo1 (Seg) 
Melhor gap 

Lagrangeano 

Melhor gap 
Lagrangeano

/surrogate 
% 

Tempo2 (Seg) 
Melhor gap 

Lagrangeano/
surrogate 

%
11
2

Tempo
Tempo  

16 0.1 2. 0.1 1.03 51 
22 0.1 9.1 0.1 4.6 51 
48 0.3 19. 0.3 8. 42 
52 0.3 5. 0.3 5. 100 

100 2. 27. 2. 14. 51 
225 4. 495. 4. 392. 92 
442 1. 4054. 1. 997. 24 

1002 4. 36714. 2. 1054.8 2.8 
1291 3. 13431. 3. 3230. 24 
1304 5. 28094.3 2. 1511. 5.3 
1379 2. 9465.7 2. 3147. 33 
1655 3. 29368. 2. 3029. 10 
1748 5. 48413. 2. 1802. 3.7 
1889 5. 87568. 2. 2275.4 2.6 
2152 2. 31334. 1. 3648. 11.6 
2319 10. 92819. 1. 2503. 2.6 
2392 4. 63401. 2. 4141. 6.5 
3038 

 
Média 

2. 80661. 2. 4294. 5.3 
 

28.8 
Tabela 1: Lagrangeana versus Lagrangeana/surrogate [ ]- método subgradientes 

 
 
 
 
 
 
 



Problema Melhor gap 
Lagrangeano 
% 

Tempo1 (Seg) 
Melhor gap 
Lagrangeano 

Melhor gap 
Lagrangeano
/surrogate  
% 

Tempo2 (Seg) 
Melhor gap 
Lagrangeano/
surrogate   

%
11
2

Tempo
Tempo  

16 0.1 1. 0.1 1. 100 
22 0.1 1. 0.1 2. 200 
48 0.3 4. 0.3 10.6 265 
52 0.3 5. 0.3 0.37 7.4 

100 2. 33. 2. 4. 12.1 
225 4. 146. 4. 86. 58.9 
442 1. 177. 1. 114. 64.4 

1002 1. 7321. 1. 7737. 105 
1291 2. 6300. 2. 11335. 179.9 
1304 2. 2361. 2. 3501. 148. 
1379 2. 2928. 2. 1131. 38.62 
1655 3. 5176. 3. 2265. 43.75 
1748 3. 3815. 2. 851. 22.3 
1889 2. 12626. 2. 13891. 110 
2152 1. 11279. 1. 16385. 145 
2319 0.3 14919. 0.3 35239. 236 
2392 2. 10520. 2. 3241. 30.8 
3038 2. 8671. 2. 2911. 33.5 
4461 

 
Média 

2. 80492. 2. 53995. 67 
 

98.29 
Tabela 2: Lagrangeana versus Lagrangeana/surrogate – subgradientes combinados 
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