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Resumo

A localização de p-medianas é um problema clássico de otimização combinatória. O objetivo

é localizar em uma rede p nós (denominados medianas), de forma a minimizar a soma das

distâncias de cada nó de demanda até sua mediana mais próxima. Neste trabalho aborda-se a

relaxação lagrangeana/surrogate como técnica para resolver tais problemas. Discute-se a

utilização desta relaxação em combinação com métodos de otimização por subgradientes e

com métodos de geração de colunas. O trabalho apresenta testes computacionais que

demonstram a eficiência dos algoritmos propostos, considerando instâncias de problemas

obtidos da literatura e instâncias de problemas reais obtidos a partir de Sistemas de

Informações Geográficas.

Palavras-chave: Problemas de localização, problemas de p-medianas, relaxação

lagrangeana/surrogate, geração de colunas, programação inteira.

COMPLEMENTARY APPROACHES FOR P-MEDIAN LOCATION PROBLEMS

Abstract

The search for p-median vertices on a network is a classical combinatorial optimization

problem. The objective is to locate p facilities (medians) such as the sum of the distances from

each demand vertex to its nearest facility is minimized. This work presents the

lagrangean/surrogate relaxation as a technique for solving such combinatorial problems. The

paper discusses the use of this relaxation combined with subgradient optimization methods

and with column generation methods. Computational tests which demonstrate the eficiency of

the proposed approaches for solving p-median instances taken from the literature and obtained

from Geographical Information Systems are presented.

Key words: Location problems, p-median problems, lagrangean/surrogate relaxation, column

generation, integer programming.



1. Introdução

Em um problema de localização deseja-se estabelecer os locais onde serão sediadas

facilidades (fábricas, depósitos, hospitais, escolas, etc.) para atender, da melhor maneira

possível, um conjunto espacialmente distribuído de pontos de demanda. Dada a sua variedade

e importância prática, os problemas de localização vêm sendo estudados por muitos

pesquisadores, existindo uma extensa literatura a respeito (Brandeau & Chiu, 1989).

O problema de p-medianas é um problema clássico de localização. O objetivo é determinar os

locais de p facilidades (denominadas medianas) em uma rede de n nós de modo a minimizar a

soma das distâncias entre cada nó de demanda e a mediana mais próxima. O problema de p-

medianas tem grande importância prática como, por exemplo, na localização de escolas

(Pizzolato et al., 2002) e de antenas de telecomunicação (Lorena & Pereira, 2002). A Figura 1

ilustra, no Sistema de Informações Geográficas ArcView (ESRI, 1996), a solução obtida por

um algoritmo de p-medianas para um problema de máxima cobertura relativo à instalação de

três antenas de telecomunicação de curto alcance (800 m), considerando uma rede com 708

nós da região central da cidade de São José dos Campos, SP.

Figura 1: Solução de problema de máxima cobertura

A localização de p-medianas é reconhecida como um problema difícil (Garey & Johnson,

1979). Boas soluções podem requerer tempos computacionais excessivos para que possam ser



consideradas, por exemplo, no contexto de tomadas de decisão. Discutem-se, neste trabalho,

duas abordagens para a solução de problemas de p-medianas. Estas abordagens baseiam-se na

combinação de duas heurísticas bem conhecidas – a relaxação lagrangeana e a relaxação

surrogate – que, aliadas a um processo de otimização por subgradientes ou a um método de

geração de colunas, leva a algoritmos heurísticos eficientes.

Consideradas individualmente, tais abordagens já foram discutidas em trabalhos anteriores

(Lorena & Senne, 1999; Senne & Lorena, 2000; Senne & Lorena, 2002). Neste trabalho

discute-se o comportamento computacional destas abordagens, em função do tamanho do

problema e do número de medianas. Mostra-se, a partir de testes computacionais, que o

algoritmo baseado no método de otimização por subgradientes, para um dado valor de n, é

muito eficiente para valores pequenos de p, perdendo eficiência à medida que o valor de p

aumenta, enquanto que para o algoritmo baseado no método de geração de colunas ocorre o

inverso, ou seja, maior eficiência é obtida para grandes valores de p. O comportamento

complementar destes algoritmos pode ser muito importante para a construção de Sistemas de

Apoio à Decisão.

2. O Problema de p-Medianas e a Relaxação Lagrangeana/Surrogate

Nesta seção discute-se a aplicação de heurísticas de relaxação a problemas de p-medianas,

introduzindo uma nova relaxação que combina as relaxações lagrangeana e surrogate.

O problema de p-medianas pode ser modelado como o seguinte problema (P) de programação

inteira binária:

v(P) = Min ∑ ∑
∈ ∈Ni Nj

ijij xd

sujeito a:
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Nj,i;}1,0{x ij ∈∈ (4)

onde:

− N = {1, ..., n}

− nnij ]d[ ×  é uma matriz simétrica de custos (ou distâncias), com Ni,0dii ∈∀= ;

− nnij ]x[ ×  é uma matriz de alocação, com 1x ij =  se o nó j é alocado à mediana i, e 0x ij = ,

caso contrário; 1x ii =  se o nó i é uma mediana e 0x ii = , caso contrário;

− p é o número de medianas;

− n é o número de nós.

As restrições (1) e (3) garantem que cada nó j é alocado a apenas um nó i, o qual deve ser uma

mediana. A restrição (2) determina o número exato de medianas a ser localizado e a restrição

(4) corresponde às condições de integralidade.

Para um dado vetor λ ∈ nR + , uma relaxação surrogate de (P) - denotada por ( λSP ) - pode ser

definida como (Glover, 1968):

v( λSP ) = Min ∑∑
∈ ∈Ni Nj

ijij xd

sujeito a:
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e  (2), (3) e (4).

Sabe-se que v( λSP ) ≤ v(P) e que seu melhor valor pode resultar do dual surrogate:

0
Max

>λ
 v( λSP ).

Como o problema ( λSP ) não pode ser resolvido facilmente, pois é um problema linear inteiro

sem uma estrutura especial que possa ser explorada, pode-se relaxar o problema novamente,

agora no sentido lagrangeano. Para um dado t ≥ 0, relaxa-se a restrição (5), obtendo a

relaxação lagrangeana/surrogate - denotada por ( λSPLt ) - que é dada por:



v( λSPLt ) = Min ∑∑ ∑
∈ ∈ ∈

λ+λ−
Nj Ni Nj
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sujeito a (2), (3) e (4). Sabe-se que, para um dado t ≥ 0 e λ ∈ nR + , v( λSPLt ) ≤ v( λSP ) ≤ v(P).

Considerando a restrição (2) implicitamente e decompondo o problema ( λSPLt ) para o índice

i, chega-se aos seguintes n subproblemas:

Min ∑
∈

λ−
Nj

ijjij x)td( i ∈ N

sujeito a (3) e (4). Cada um destes n subproblemas pode ser resolvido facilmente fazendo:

iβ  = })td,0(Min{ jij
Nj

λ−∑
∈

, i ∈ N

e escolhendo I como o conjunto dos índices dos p menores iβ . Neste caso, a solução λ,tx

para o problema ( λSPLt ) é dada por:

iix  = 1, se i ∈ I ( iix = 0, caso contrário) e,

para todo j ≠ i, ijx  = 1, se i ∈ I e 0td jij <λ− ( ijx = 0, caso contrário).

Assim, a solução da relaxação lagrangeana/surrogate é dada por:

v( λSPLt ) = ∑∑
∈∈

λ+β
Nj

j
Ni

iii tx

A solução λ,tx  não é necessariamente viável para o problema (P), mas o conjunto I identifica

quais nós devem ser considerados como medianas para produzir soluções viáveis para (P).

Duas heurísticas são usadas para, a partir de λ,tx , determinar uma solução primal viável fx .

A primeira procura alocar cada nó j à mediana i mais próxima, ou seja, calcula simplesmente:

)dMin()x(v ij
Nj Ii

f ∑
∈ ∈

=

A segunda, é uma heurística de localização-alocação considerada por (Cooper, 1963) e

(Taillard, 1996) que baseia-se na observação de que após a definição de xf, exatamente p

aglomerados (clusters) podem ser identificados, correspondendo às p medianas e suas não-



medianas alocadas. A solução xf pode ser melhorada procurando-se por uma nova mediana

dentro de cada aglomerado, trocando-se a mediana atual por um nó não-mediana e

recalculando-se as alocações. Caso o conjunto I se altere, recalcula-se )dMin()x(v ij
Nj Ii

f ∑
∈ ∈

=  e,

se a nova solução for melhor, pode-se repetir o processo de realocação dentro dos novos

aglomerados. Este processo se repete até que não seja mais possível obter novas melhorias.

É interessante observar que, para um dado λ ∈ nR + , a relaxação lagrangeana é um caso

particular da relaxação λSPLt , bastando para isso considerar o fator t como unitário.

3. A Relaxação Lagrangeana/Surrogate e o Método de Otimização por Subgradientes

O uso combinado da relaxação lagrangeana e otimização por subgradientes de um ponto de

vista primal-dual tem sido considerado como uma boa técnica de solução para o problema de

p-medianas (Beasley, 1993).

Considerando a relaxação λSPLt , para um multiplicador λ fixo, o melhor valor de t pode ser

obtido do seguinte dual lagrangeano:

v( λ,tD ) = 
0t

Max
≥

 v( λSPLt )

Observe que, como v( λ,tD ) ≥ v( λSPL1 ), o limite obtido pela relaxação lagrangeana/surrogate

é melhor do que o obtido pela relaxação lagrangeana usual (que considera t = 1).

Sabe-se que v( λSPLt ) em função de t é côncava e linear por partes. Assim, uma boa

aproximação para o fator t pode ser obtida por um procedimento de busca dicotômica (Senne

& Lorena, 2000).

A combinação da relaxação lagrangena/surrogate com o método de otimização por

subgradientes pode ser estabelecida pelo seguinte algoritmo:



Algoritmo LSOS (relaxação lagrangeana/surrogate com otimização por subgradientes)

Dados λ > 0, fazer lb = -∞, ub = +∞;

Repetir:

Determinar o fator t usando procedimento de busca dicotômica;

Resolver a relaxação λSPLt  obtendo a solução λ,tx  e v( λSPLt );

Obter a solução viável fx ;

Atualizar o limite inferior lb = Max [lb, v( λSPLt )];

Atualizar o limite superior ub = Min [ub, v( fx )];

Fazer ∑
∈

λ−=
Nj

,t
iji x1g ,  i ∈ N;

Atualizar o tamanho do passo θ;

Fazer iii gθ+λ=λ ,  i ∈ N;

Enquanto (as condições de parada não forem verificadas).

Para este algoritmo:

− o vetor λ inicial usado é dado por: }d{Min ij
Nj

i
∈

=λ ,  i ∈ N;

− os tamanhos de passo usados são: θ = π (ub - lb) / || gλ ||2, onde o controle do parâmetro π

é como o proposto em (Held & Karp, 1971), ou seja, 0 < π ≤ 2, iniciando com π = 2 e

dividindo π ao meio sempre que o limite inferior lb não aumentar por 30 iterações

sucessivas;

− as condições de parada utilizadas são:

a) número de iterações > 1000;

b) π ≤ 0.005;

c) ub - lb < 1  ou  || gλ ||2 = 0 (solução ótima).

4. A Relaxação Lagrangeana/Surrogate e o Método de Geração de Colunas

A técnica de geração de colunas pode ser aplicada a problemas lineares de grandes dimensões,

no caso de não se dispor de todas a colunas a priori, ou quando se pretende resolver um

problema utilizando a decomposição de Dantzig-Wolfe (Dantzig & Wolfe, 1960), onde as



colunas correspondem aos pontos extremos do conjunto convexo de soluções factíveis do

problema.

A primeira aplicação prática desta técnica foi na determinação de padrões de corte

unidimensionais (Gilmore & Gomory, 1961; Gilmore & Gomory, 1963) e, desde então, seu

uso difundiu-se de forma intensa (Desrochers et al., 1992; Vance, 1993; Vance et al., 1994;

du Merle et al., 1999).

Abordagens baseadas na técnica de geração de colunas têm aparecido em um grande número

de trabalhos recentes como alternativa aos métodos não lineares baseados em relaxação

lagrangeana (métodos de subgradientes e métodos bundle) para resolver problemas inteiros de

grande porte (Barnhart et al., 1998). Sabe-se, entretanto, que a aplicação direta do método de

geração de colunas freqüentemente produz um número muito grande de colunas que não são

relevantes para a solução final, comprometendo assim a convergência para a solução do

problema. Nestes casos, observa-se que as variáveis duais oscilam em torno da solução dual

ótima. Logo, métodos que previnam tal comportamento podem acelerar a resolução do

problema. Dentre estes merecem destaque: Método Boxstep (Marsten et al., 1975) que

restringe o espaço de busca de soluções duais a uma região limitada tendo a solução dual atual

como centro; Método Analytic Centre Cutting Plane (du Merle et al., 1999), que usa o centro

analítico de uma região da função dual como solução, no lugar da solução ótima, não

permitindo assim mudanças muito drásticas entre as soluções duais de duas iterações

consecutivas; Métodos Bundle (Neame, 1999), que combinam regiões de confiança e

penalizações para que as soluções duais não variem muito de uma iteração para outra. Outros

métodos estão descritos em (Neame, 1999).

No processo tradicional de geração de colunas, as iterações do algoritmo consideram um

problema-mestre restrito e um subproblema de geração de colunas. A solução do problema-

mestre fornece uma solução dual que é usada no subproblema para determinar se existem

novas colunas que podem ser acrescentadas ao problema. São bem conhecidas as

equivalências entre a decomposição de Dantzig-Wolfe, o processo de geração de colunas, e a

relaxação lagrangeana (Kelley, 1960). Entretanto, em muitos casos a aplicação do processo de

geração de colunas resulta em uma convergência lenta. Nesta seção discute-se como usar a

heurística lagrangeana/surrogate como uma alternativa de estabilização do processo de

geração de colunas para acelerar a solução de problemas de p-medianas.



O uso de geração de colunas para resolver problemas de p-medianas ainda não foi

suficientemente explorado. Algumas tentativas iniciais aparecem em (Garfinkel et al., 1974) e

(Swain, 1974). Estes autores relatam problemas de convergência, mesmo para instâncias

pequenas, quando o número de medianas é pequeno quando comparado ao número total de

nós. Esta observação foi confirmada mais tarde por (Galvão, 1981). A solução de grandes

problemas usando uma abordagem estabilizada aparece em (du Merle et al., 1999).

O problema de p-medianas pode ser modelado como o seguinte problema (Q) de cobertura de

conjuntos:

j
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Esta é a formulação encontrada em (Minoux, 1987). A mesma formulação pode ser obtida do

problema (P) definido anteiormente, pela aplicação da decomposição de Dantzig-Wolfe

considerada em (Garfinkel et al., 1974) e (Swain, 1974). Se S é o conjunto de todos os

subconjuntos de N, a formulação pode obter uma solução ótima do problema. No entanto,

como o número de subconjuntos pode ser muito grande, na prática somente um conjunto

parcial de colunas pode ser considerado.



O problema (PM) a ser resolvido pelo método de geração de colunas é a versão de

Programação Linear deste problema de cobertura de conjuntos, ou seja:

∑
∈

=
Mj

jjxcMin)PM(v

sujeito a:

1xA j
Mj

j ≥∑
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∈
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]1,0[x j ∈ ; j ∈ M

O problema (PM) é conhecido como problema-mestre restrito no contexto do processo de

geração de colunas (Barnhart et al., 1998).

Na abordagem tradicional, após definir um conjunto inicial de colunas, o problema (PM) é

resolvido e os custos duais finais jπ  (j = 1,..., n), referentes às restrições (6), e α, referente à

restrição (7), são usados para gerar novas colunas resolvendo-se o seguinte sub-problema:

( )
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O sub-problema (SubP) é então resolvido estabelecendo-se (para cada i = 1,...,n)

0dse,1y jijj ≤π−=  e 0y j = , caso contrário. A coluna 







1

y j  é acrescentada ao problema

(PM) se v(SubP) < |α|. Para acelerar o processo, todas as colunas que satisfazem a expressão

( )
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 < |α| podem ser acrescentadas ao problema (PM) e não apenas a

coluna correspondente ao valor mínimo da expressão.

Mas, como observado anteriormente, para um dado t ≥ 0 e π ∈ nR + , o melhor valor de t para a

relaxação ( πSPLt ) pode ser obtido resolvendo-se o problema dual )SPL(vMax t

0t

π

≥
. Assim,

pode-se integrar a relaxação lagrangeana/surrogate ao processo de geração de colunas



transferindo os multiplicadores jπ  (j = 1,...,n) obtidos do problema (PM) para o problema

)SPL(vMax t

0t

π

≥
, a fim de descobrir o melhor valor de t a ser usado para modificar o sub-

problema gerador de colunas. Com isso, a identificação de novas colunas para o problema

(PM) passa a ser feita pelo seguinte subproblema:
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Assim, a combinação da relaxação lagrangena/surrogate com o método de geração de colunas

pode ser estabelecida pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo LSGC (relaxação lagrangeana/surrogate com geração de colunas)

1. Estabelecer um conjunto inicial de colunas para o problema (PM);

2. Resolver (PM) obtendo os custos duais jπ  (j = 1,...,n) e α;

3. Resolver o dual lagrangeano/surrogate )SPL(vMax t

0t

π

≥
, obtendo o melhor valor de t;

4. Resolver o sub-problema )SubP( t  acrescentando ao problema (PM) todas as colunas
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< |α | (i = 1,…,n);

5. Parar, se o passo (4) não acrescentar novas colunas ao problema (PM);

6. Executar os testes de remoção de colunas e retornar ao passo (2).

Para a remoção de colunas improdutivas pode-se utilizar o seguinte algoritmo:

Para i = 1, ..., m, fazer:

Remover a coluna i do problema (PM) atual se: icr > cr_med.

onde:

− m é o número total de colunas do problema (PM) atual;

− icr  é o custo reduzido da coluna i do problema (PM) atual (i = 1,..., m);

− cr_med é o valor médio dos custos reduzidos para o conjunto inicial de colunas do

problema (PM).



5. Testes Computacionais

Os algoritmos apresentados anteriormente foram programados na linguagem C e executados

em uma estação de trabalho Sun Ultra30. Foram considerados, inicialmente, problemas da

OR-Library (Beasley, 1990) para os quais a solução ótima é conhecida. Os resultados estão

mostrados na Tabela 1. Esta tabela contém:

− o número de nós (n) e o número de medianas (p);

− a solução inteira ótima do problema;

− a relação n/p;

− d_prim = 100 * | (v( fx ) – ótimo) | / ótimo, ou seja, o desvio percentual da melhor solução

primal encontrada em relação ao valor da solução ótima;

− d_dual = 100 * (ótimo – v( λSPLt )) / ótimo, ou seja, o desvio percentual da melhor

solução dual encontrada em relação ao valor da solução ótima;

− d_cplx = desvio percentual da melhor solução do problema (PM), obtida pelo CPLEX

(ILOG, 1999), em relação ao valor da solução ótima;

− o tempo computacional (em segundos).

Tabela 1: Resultados para problemas da OR-Library

LSOS LSGC
n p n/p ótimo d_prim d_dual tempo d_cplx d_dual tempo

400 5 80 8162 - 0,866 18,48 0,686 1,662 52807,93
300 5 60 7696 - 0,046 12,94 0,246 1,796 17889,12
200 5 40 7824 - 0,523 5,61 - - 902,77
400 10 40 6999 - 0,440 24,23 - - 36829,25
300 10 30 6634 - 0,131 14,43 - - 10749,91
100 5 20 5819 - - 0,76 - - 36,35
200 10 20 5631 - - 5,87 - - 996,00
300 30 10 4374 - - 15,74 - - 831,22
400 40 10 4809 - - 46,62 - - 1055,20
100 33 3 1355 - - 1,14 - - 0,37
200 67 3 1255 - - 12,33 - - 1,29
300 100 3 1729 - - 57,73 0,116 0,058 4,55
400 133 3 1789 - - 231,51 0,112 0,950 6,21
500 167 3 1828 - - 377,14 0,055 0,310 11,00
600 200 3 1989 - - 879,95 0,302 0,285 15,81
700 233 3 1847 - - 494,52 0,081 0,379 21,50
800 267 3 2026 - - 1360,49 0,518 0,346 26,14
900 300 3 2106 0,047 0,004 2994,11 0,518 0,827 33,37



A Tabela 1 mostra, para valores decrescentes da razão n/p, os comportamentos

complementares dos algoritmos LSOS e LSGC: o algoritmo LSOS mostra-se muito eficiente

para grandes valores de n/p, ao passo que o algoritmo LSGC mostra-se muito eficiente para

valores pequenos de n/p (é bem conhecida a observação de que as instâncias mais difíceis do

problema de p-medianas para abordagens como a do algoritmo LSOS ocorre exatamente

quando p = n/3 (Christofides & Beasley, 1982)).

Para tornar mais evidente os comportamentos dos algoritmos LSOS e LSGC foram realizados

testes computacionais para instâncias do problema PCB3038 (3038 nós), obtido da biblioteca

TSPLIB (Reinelt, 1994), para alguns valores de p. Pode-se notar pelos resultados mostrados

na Tabela 2 que à medida que o número de medianas aumenta, o desempenho do algoritmo

LSGC melhora, a tal ponto que, para p = 500, já é melhor do que o algoritmo LSOS. Deve-se

observar que, na Tabela 2, os desvios são calculados em função da melhor solução conhecida.

Tabela 2: Resultados para instâncias do PCB3038

LSOS LSGC

p solução
conhecida d_prim d_dual tempo d_cplx d_dual tempo

300 187723,46 1,305 0,056 719,04 0,043 0,044 22235,02
350 170973,34 2,067 0,050 731,50 0,044 0,045 10505,93
400 157030,46 1,630 0,012 919,79 0,008 0,008 4686,27
450 145422,94 1,612 0,056 745,86 0,052 0,053 1915,84
500 135467,85 2,344 0,040 684,82 0,036 0,036 597,86

Os comportamentos dos algoritmos LSOS e LSGC também se comprovam com testes

realizados com instâncias de um problema real obtido a partir do Sistema de Informações

Geográficas para a cidade de São José dos Campos, SP. A Tabela 3 mostra os resultados

obtidos para uma instância de 708 nós (ver Figura 1) para alguns valores de p. Esta tabela

contém:

− o número de medianas (p);

− l_sup = o valor da melhor solução primal encontrada pelo algoritmo LSOS;

− l_inf = v( λSPLt ), ou seja, o valor da melhor solução dual encontrada;

− l_cplx = o valor da melhor solução do problema (PM), obtida pelo CPLEX;

− gap1 = 100 * (l_sup – l_inf) / l_sup;

− gap2 = 100 * | l_cplx – l_inf) | / l_cplx;

− o tempo computacional (em segundos).



Tabela 3: Resultados para instâncias de problemas reais

p l_sup l_inf gap1 tempo l_cplx l_inf gap2 tempo
50 118863,44 117691,84 0,986 11,29 117720,57 117719,83 0,001 2100,08
100 79105.96 77932,72 1,483 13,08 77937,25 77937,25 - 54,51
150 60132,28 59595,13 0,893 15,49 59595,88 59595,88 - 15,46
200 49400,39 48013,53 2,807 15,61 48018,74 48018,74 - 7,48
250 41777,86 39779,90 4,782 18,12 39782,85 39782,85 - 5,50
300 36611,90 32987,72 9,899 16,55 32993,96 32993,53 0,001 3,69

6. Conclusão

A relaxação lagrangeana/surrogate tem sido explorada como uma alternativa computacional

mais rápida do que a relaxação lagrangeana tradicional para a solução de problemas de

otimização combinatória.

Os algoritmos de localização de p-medianas apresentados vêm sendo utilizados para

desenvolver ferramentas úteis para a solução de diversos problemas relativos à análise de

redes urbanas (http://www.lac.inpe.br/~lorena/ArsigIndex.html).

Como se nota pelos resultados computacionais, o comportamento dos algoritmos LSOS e

LSGC é muito interessante para o desenvolvimento de Sistemas de Apoio à Decisão que

devem considerar grandes problemas obtidos a partir de dados reais. Os dois algoritmos

podem estar disponíveis para serem usados nas situações que lhes forem mais favoráveis,

permitindo oferecer a um planejador soluções de boa qualidade e rapidamente.
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