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Resumo

Este trabalho apresenta um algoritmo exato para o Problema Generalizado de Atribuicéo
(PGA). O PGA é um dos mais representativos problemas de Otimizacdo Combinatéria e
consiste em otimizar a atribuicdo de n tarefas a m agentes, de forma que cada tarefa seja
atribuida a exatamente um agente e a capacidade de cada agente sga respeitada. O
problema é conhecido ser NP-dificil. O trabalho propde um método branch-and-price que se
baseia em uma abordagem de geracdo de colunas combinada com a relaxacéo
lagrangeana/surrogate  S8o apresentados testes computacionais que demonstram a
efetividade do algoritmo proposto.
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1. Introducéo

O Problema Generalizado de Atribuicdo (PGA) pode ser visto como o problema de atribuir n
tarefas a m agentes ao menor custo possivel, de modo que cada tarefa sgja atribuida a apenas

um agente e cada agente tenha sua capacidade respeitada. Sejam:

- Gjj 0 custo associado de atribuir atarefaj ao agente i;

- rjj aquantidade de recursos requeridos do agente i pelatarefaj;

- by acapacidade (recursos disponiveis) do agente i;

- Xj umavariavel binariatal que x;; =1, se atarefaj esta atribuida ao agente i, e x; =0,
caso contrério.

Com isto, o PGA pode ser formulado como:

min §  ¢X; D)
i=1 j=

sujeito a
ax;=1 jIN={1..,n @)
i=1
arx, £b, it M={1,...,m €)
=1
;1 {0} il M;jI N 4

A funcéo-objetivo (1) corresporde ao custo total de atribuicdo. A restricdo (2) garante que a
tarefa j sera atribuida a apenas um agente, arestricdo (3) garante que a capacidade do agente i
serarespeitada e arestricdo (4) corresponde as condicdes de integralidade.
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Muitos problemas tém sido apresentados na literatura como aplicacbes do PGA, tais como:
distribuicdo de tarefas entre processadores de um sistema de computacdo paralela
(BOKHARI, 1987), alocacéo de salas de aula (LUAN e YAO, 1996), planejamento de tarefas
de telescopio espacial (NOWAKOV SKI et al., 1999), alocacéo de pacientes em voos médicos
(RULAND, 1999), carregamento de caminhdes (PIGATTI, 2003), recuperacdo de blocos de
dados a partir de discos paralelos (AERTS et al., 2003), dentre muitos outros.

Uma revisdo gera das técnicas de solucdo propostas para o PGA pode ser vista em Cattrysse
e Van Wassenhove (1992). Com relaco aos métodos aproximados, as abordagens, em gerdl,
propdem heuristicas em que, numa primeira fase, as atribui¢cdes sdo calculadas de modo a
satisfazer um determinado critério, por exemplo, minimizar uma funcéo de penalizagdo, como
em Martello e Toth (1981) e, numa segunda fase, as atribuicdes sdo melhoradas. Amini e
Racer (1994) também propdem uma abordagem heuristica em duas fases para o problema e
fazem uma cuidadosa comparagcdo de varios métodos. Metaheuristicas como agoritmos
genéticos (WILSON, 1997; CHU e BEASLEY, 1997), busca tabu (LAGUNA et al., 1995) e
simulated annealing (OSMAN, 1995) também j& foram propostas para 0 PGA. Narciso e
Lorena (1999) aplicaram a relaxacdo lagrangeanal/surrogate combinada com otimizagdo por
subgradientes a0 PGA. Outras linhas de investigacdo para o problema sdo propostas por
Alfandari et al. (2001) e Yagiura et al. (2004a e 2004b). Senne et al. (2004) propdem um
método de geracdo de colunas utilizando a relaxagdo |agrangeana/surrogate.

Os primeiros métodos exatos desenvolvidos para 0 PGA baseavamse no algoritmo branch-
and-bound (B&B), combinado com a relaxacdo lagrangeana e com heuristicas para a
obtencdo de limites (FISHER et al., 1986). Métodos baseados em heuristicas duais e em
relaxacOes de Programacédo Linear (PL) para a obtencdo de limitantes superiores e inferiores
para o problema primal também ja foram propostos (GUIGNARD e ROSENWEIN, 1989).
Abordagens mais recentes propdem a combinacdo do algoritmo B&B com métodos de
geracdo de colunas, 0 que passou a ser conhecido como algoritmo branch-and-price (B&P).
Savelsbergh (1997) propde um algoritmo B& P para resolver uma reformulagcdo do PGA como
um problema de particionamento de conjuntos. Barnhart et al. (1998) propdem o uso de
algoritmos B& P para solucionar problemas inteiros de grande porte e fazem uma revisdo de
alguns trabalhos similares ja propostos na literatura. Nauss (2003) prople a utilizacdo de
cortes, relaxacdo lagrangeana e otimizacdo por subgradientes. Pigatti et al. (2004) propdem a
utilizacdo de cortes combinados com um algoritmo B& P para obter solucdes eficientes para o
PGA.

Neste trabalho apresenta-se um agoritmo B&P, que se baseia no método de geracdo de
colunas proposto por Senne et al. (2004), para a solucéo exata do PGA.

2. O algoritmo proposto

O método de geracdo de colunas proposto por Senne et al. (2004) baseia-se na aplicacdo da
decomposicdo de Dantzig e Wolfe (1960) de modo a reformular o PGA como um problema
de cobertura de conjuntos. Para isto, considere K, ={1, ---, k;} e X, = (X}, ..., X}, ), parail

M ek T K;, como um padrdo de atribuicio de tarefas ao agente i. Cada padréo x'k € uma
solucdo factivel para @)-(4) e corresponde a um vetor €oluna) de n elementos binarios
representando se atarefaj (j I N) estd ou ndo atribuida ao agente i e de um vetor unitério e, ,
de m elementos, que identifica o agente.

Sda y} para umavariavel bindria tal que y, =1 se o padrdo x| esta sendo usado e yi =0,
caso contrario. Com isto, 0 PGA pode ser reformulado como:
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mkien 0,

mn a a Q_a Cij Xjk Yk 5)
|=]k=18]=1 a

sujeito a

m ki . . A

aaxiyy.=1"jlN ©6)
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ki A

Ay £l " il M (7)

k=1
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Esta formulacdo foi usada por Cattrysse et al. (1994) para desenvolver um algoritmo
heuristico para 0 PGA. Para 0 méodo de geracdo de colunas, a relaxacdo de PL deste

problema, obtida substituindo-se a restricdo (8) por vy, 1 [0], é conhecida como problema
mestre restrito (PMR) BARNHART et al.,, 1998). Observe que nesta formulagdo, para

determinar cada um dos padrdes de atribuicdo xik € necessario resolver um problema da
mochila

Apés resolver o PMR, a busca por novas colunas pode ser realizada resolvendo-se o problema
de custo reduzido dado por:

mex (z,, - m)

onde m € o custo dual 6timo associado arestricéo (7) de viabilidade dos agentes no problema
mestre restrito e z,, € o0 valor da soluggo étima do seguinte problema da mochila:

mn g (c;- t1 )X 9)
j=
sujeito a
arx £b, (10)
=1
i1 {02},j1 N (11)

onde | ; € o custo dua 6timo associado as restricbes 6) das tarefas j no problema mestre
restrito, e t € o multiplicador lagrangeano/surrogate (LORENA et al., 2003) Assim,
determinado um conjunto inicia de colunas para o problema (5)-(8), o método de geracéo de
colunas para o PGA pode ser estabel ecido pelo seguinte algoritmo:

1) Resolvao PMR considerando o conjunto atual de colunas, obtendo as variaveis duais |
(T N), referentes asrestricbes (6) e m (i T M), referentes as restrigdes (7);

2) Utilize as vaiaveis duas |, ( T N) paa determinar o multiplicador
lagrangeano/surrogatet;

3) Utilize as variaveis duais | ; (j T N) e o valor do multiplicador t encontrado no passo
anterior e resolva os subproblemas ©)-(11) para cada i I M. Sgam X, as colunas
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referentes as solucdes destes subproblemas

4) Adicioneas colunas x, com custos reduzidos negativos ao PMR,;

5) Se, no passo anterior, nenhuma nova coluna foi acrescentada ao PMR, entdo pare. Caso
contrario, volte para o passo 1.

A menos que todas as varidveis y, sgjam inteiras, a solugdo obtida pelo método de geracdo de
colunas ndo é factivel para o0 PGA. Assim, fazse necessario empregar um agoritmo B&B
para determinar solugdes factiveis. I1sto implica em separar o problema em subproblemas, o
gue se traduz em uma estratégia de ramificacdo para a arvore de busca. A regra de
ramificacdo deve ser compativel com o subproblema, de modo a evitar a geragdo de colunas
gue ja foram retiradas pelas ramificagdes. No método B& P proposto neste trabalho adotou-se
a estratégia de ramificacéo sugerida por Pigatti (2003):

- no ramo da esguerda, para proibir que uma tarefa j sgja alocada ao agente i, todas as
colunas associadas ao agente i tais que x'jk = 1 devem ser fixadas em zero, ou sgja, y:( =
0, paratodo k1 K. ;

- no ramo da direita, para assegurar que uma tarefa j sga alocada ao agente i, todas as
i :

i

todokT K,, etodas as colunas associadas a um agente i’ * i tais que x'j'k =1, sfo fixadas

colunas associadas a0 agente i tais que x; = 0 s3o fixadas em zero, ou sgja, yL =0 para

em zero, ou sga, y, =Oparatodoki K.
Com isto, 0 método B& P proposto para 0 PGA pode ser estabelecido pelo seguinte algoritmo:
Sgalista={ problema mestreinicial };
Enquanto (lista® A), repetir:
Recuperar um problema p dalista; Fazer lista=lista—{ p };
Estabelecer as colunas Ut eis para o problemap;

z = Resolver o problemap; Seja Lins 0 limite inferior para o problema p, obtido
resolvendo-se o problema dual lagrangeano/surrogate;

Se (z < msv), entédo:
Resolver o PMR final como um problema inteiro;
Se (Linf <msv —1)
Sgam p. o0 problema resultante de p quando se considera a

ramificacdo da arvore pela esquerda e p, o problema resultante de p
quando se considera a ramificacdo da &rvore pela direita

Fazer liga= lisaE { pg, pp };
Sendo:
Podar a arvore no no correspondente ao problemap.

Neste agoritmo, msv corresponde ao vaor da mehor solugdo viadvel encontrada
Iniciamente, msv € igual ao valor da primeira solucdo inteira obtida pelo CPLEX para o
problema (5)-(8). As colunas referentes a esta primeira solugéo inteira compdem o problema
mestre restrito inicial, juntamente com um conjunto de n colunas artificiais. Cada coluna
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artificial corresponde a um vetor nulo, exceto por um elemento correspondente a uma tarefa j.
O custo de cada coluna artificial € estabelecido como o custo da atribuicéo (agente, tarefa)
mais cara.

Antes de resolver um problema € preciso verificar se as colunas do PMR se aplicam ou ndo ao
problema a ser resolvido, tendo em vista as fixacOes de variaveis feitas pelas ramificagdes da
avore. Para 0 n6 raiz da &vore, todas as colunas do PMR sdo consideradas como colunas
Uteis. Para os demais nés da arvore, uma coluna que ndo se aplica ao problema € “excluida’

do PMR atribuindo-se o valor zero ao limite superior da variavel yik correspondente a esta
coluna

Para resolver um problema emprega-se o algoritmo de geracdo de colunas estabelecido
anteriormente. A cada iteracdo deste algoritmo utilizase um vaor adequado para o
multiplicador lagrangeano/surrogate t. O melhor valor de t obtido pelo algoritmo de busca
proposto por Senne e Lorena (2000), é utilizado apenas na primeira iteracdo. Nas demais
iteracOes, o0 valor do parametro t cresce a um passo conveniente até atingir o valor 1. A partir
dai, o multiplicador t € mantido inalterado nas demais iteracOes.

Ao término do algoritmo de geracdo de colunas, considera-se 0 PMR final como um problema

inteiro (ou sgja, yi 1 {0,1}), e utiliza-se o software CPLEX para determinar uma solugio
viavel para 0 PGA. Por razbes préticas, considera-se apenas a primeira solucdo inteira
encontrada pelo CPLEX. Esta solugédo pode néo ser valida para o problema original, pois pode
incluir alguma coluna artificial. De qualquer forma, a solucdo obtida € passada para um
procedimento heuristico que, por meio de trocas, tenta viabilizar e melhorar o valor da
solucdo viave atual.

Para determinar a ramificacdo de um problema escolhe-se a variavel yi( que tiver o menor
valor de @ ‘yik - O.qg*100+cij g. Uma vez escolhida a coluna, ou sgja, o indice do agente

i, determina-se o indice da tarefa j para o qual o valor de xjj devera ser fixado. Optouse por

escolher o indice | da primeira tarefa desta coluna que ndo viole as fixacOes de variaveis ja
estabelecidas anteriormente na arvore. A ramificagdo da érvore pela esquerda corresponde a

fixacdo xjj = 1 earamificacdo peladireita, afixacdo xjj = 0.
3. Resultados computacionais

O dgoritmo de B&P proposto foi implementado na linguagem C e executado em um
microcomputador Pentium 4 de 3 GHz e 512 MB de RAM, utilizando a versdo 7.5 do
software CPLEX.

Implementou-se um procedimento de remocdo de colunas que € aplicado quando o PMR
excede 40000 colunas. Neste caso, removem-se as 10000 piores colunas (com maiores custos
reduzidos). Para 0s experimentos computacionais foram consideradas as instancias das classes
C, D e E da OR-Library (Beasley, 2004). Os resultados estdo mostrados na Tabela 1. Nesta
tabela sBo mostrados os resultados obtidos pelo algoritmo proposto (que utiliza a relaxagéo
lagrangeanalsurrogate) e, entre colchetes, os resultados obtidos pelo mesmo agoritmo, mas
fixando-se t = 1, 0 que corresponde a utilizar a relaxacéo lagrangeana tradicional. Na Tabela
1, m é o ndmero de agentes, n € o nimero de tarefas, SOtima ¢ a solugio Gtima para o
problema, SEnc é a solucdo encontrada pelo agoritmo proposto, NEnc € o né da &vore em
gue a solugdo SEnc foi encontrada, TEnc € o tempo para encontrar a solucdo SEnc (em
segundos), TamArv é o total de nés visitados na avore e TOtimo é o tempo total para provar
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excedeu o limite méximo de tempo de execucgdo, estabelecido em 18000 segundos.

Class§ m n | SGtima| SEnc NEnc TEnc TamArv | TOtimo
> | 100] 1931 [ig?ﬁ] [i] [igg] [gg] [giﬁg]

10 ] 100} 1402 [ﬂgg] [g] [19’,22] [g% [;g’,ﬂ]
0] 2 ) e |y | o | en | e
S | 200] 3456 [2322] [?;]l [258635% [g% [ggg%gg]
oo o [ | [ | oo |
20| 200 | 2391 [ggi] [fg] [33’,33] [fg] [gg’,;g]

5 | 100 6353 [gggg] [22?] [sz’;iigg] [223] [:335:52;;]

D | 10| 100 6347 [ggj;] [538?] [;ggi'ﬁ] [g;g] [gﬁi’gg]
20 | 100 | 6185 [gigg] [17177%25] [iégs,' gi] [3?;232] 0

5 | 100 12681 [gggi] [gg] [157%%%] [i%] [ggi'ig]
B AR AR
- 20 | 100 | 8436 [gjgg] [11277] [59(5?558] [183:9)1] [gg’,ii]
5 | 200 24930 [gjggg] [17329] [3332’33] [52] ﬁ?ﬂ%ﬁjﬁ%
10 ] 200 ) 23307 [gggg;] [22;] [ggég:gg] [21;] [gg%,'gf]
20| 200 22379 [533% [g] [15151’,5551] [?23] [19éi,8:ll.51]
i 774,80 | 136530 | 243527 | 208473

[1125,87] | [1769,13] | [2630.07] | [2413,72]

Tabela 1l — Resultados obtidos

Como é possivel notar pelos valores médios mostrados na Tabela 1, o algoritmo que utiliza a
relaxacdo lagrangeana/surrogate é superior ao algoritmo que utiliza a relaxagdo lagrangeana
tradicional. Pode-se notar também pel os resultados mostrados nesta tabela que quanto maior o
nimero de tarefas, mais dificil é o problema. Mas, fixado o nimero de tarefas, a
complexidade do problema € inversamente proporcional ao nimero de agentes. Isto pode ser
observado para os problemas das classes C e E Os problemas da classe D, no entanto, séo
muito dificeis e isto se deve ao fao do custo de atribuicdo das tarefas aos agentes ser
inversamente proporcional aos recursos requeridos por estas atribuicdes. Os problemas da
classe D para 200 tarefas ndo foram resolvidos, pois exigiriam um tempo de execucdo maior
do que o limite estabelecido.

4. Conclusao

O agoritmo proposto pode ser comparado com o de Nauss (2003), que utiliza cortes e
otimizacdo por subgradientes. A Tabela 2 compara os resultados obtidos pelo algoritmo
proposto neste trabalho B& P) com os resultados obtidos por Nauss B&B). O algoritmo
B&B foi executado em um computador Pentium 2 de 300MHz.
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B& P B&B
Classe| m | n | SOtimo| SEnc TEnc | TOtimo | SEnc TEnc | TOtimo
5 1100 1931 1931 1,4 321 1931 0,3 7,1
10 | 100 1402 1402 10,6 16,2 1402 15,5 33,2
c 20 [ 100 1243 1243 31 31 1243 39,7 69,5
5 1200| 3456 3456 2836,0 4850,2 3456 36,4 45,8
10 | 200 2806 2806 791,7 1241,1 2806 631,1 1081,0
201200 2391 2391 40,8 40,8 2392 926,0 -

5 [100| 6353 6353 2783,6 3142,3 6353 170,7 1747
D 10 [ 100| 6347 6347 1946,7 2282,9 6349 1023,7 -

20 | 100 | 6185 6188 3186,2 - 6196 2122,9 -
5 | 100| 12681 12681 58,1 284,0 12681 44,8 46,1
10 [ 100 | 11577 11577 46,0 103,6 11577 58,3 1254
E 20 | 100 | 8436 8436 9,6 29,5 8436 1660,5 1770,1
5 | 200| 24930 24930 6386,1 12013,8 | 24930 61,5 69,5
10 [ 200 | 23307 23307 2324,1 5051,9 23307 357,6 990,2
20 | 200 | 22379 22379 55,6 94,9 22379 988,2 1126,0

Tabela2 — Comparagdo com a abordagem de Nauss (2003)

A Tabela 2 mostra que, em média, 0 algoritmo proposto por Nauss (2003) consegue obter e
confirmar a otimalidade das solu¢cdes mais rapidamente do que o algoritmo proposto. No
entanto, o algoritmo proposto foi capaz de encontrar a solucdo Gtima para 14 dos 15
problemas considerados, ao passo que o algoritmo B&B obteve a solugdo 6tima apenas para
12 destes problemas, dentro do limite de tempo estabelecido (3600 segundos). Resultados
ainda melhores sdo obtidos pelo algoritmo branch-and-cut-and-price de Pigatti et al. (2004),
0 que sugere que a utilizacdo de cortes é essencial para a solucdo eficiente do PGA.
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