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Introducao aos Problemas Inversos e Aplicacoes
em Pesquisa Espacial
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Abstract

This short-course presents a brief introduction to the inverse problems. Firstly,
classification and concept of inverse problems is described. After that, some methods
are addressed: regularization technique (some operators are presented, as well as some
optimization schemes), variational method, and artificial neural network. Examples of
inverse problems in several fields of the space research are presented: space science
(mapping of microwave cosmic background, and on space geophysics), space
engineering (damage detection on aerospace structures, and optimal design for space
radiators), oceanography (optical properties of the oceans), meteorology (atmospheric
temperature and moisture from the satellite data).

Resumo

Este minicurso apresenta uma introdu¢do sucinta aos problemas inversos.
Primeiramente, conceito e classificacdo de problemas inversos sdo descritos, para
entdo serem discutidas a técnica de regularizacdo (alguns operadores sdo
apresentados, bem como técnicas de solu¢do de otimizag¢do), a técnica variacional e as
redes neurais artificiais. Sdo apresentados e discutidos exemplos de problemas inversos
em varias dareas da pesquisa espacial: ciéncia espacial (mapas de radiagdo cosmica de
fundo, geofisica espacial), engenharia espacial (detec¢do de danos em estruturas aero-
espaciais, projeto otimo de radiadores espaciais), oceanografia (propriedades oticas de
oceanos), meteorologia (temperatura e umidade atmosféricas a partir de dados de
satelites).

1. Introducao

A partir de certo estdgio do desenvolvimento da sociedade humana, o conhecimento
tornou-se cada vez mais compartimentado. Primeiramente, a ciéncia é separada em
grandes areas: culturais, biomédicas e exatas. Estas, por sua vez, subdividem-se em dois
grandes grupos — ciéncias basicas e aplicadas — para se subdividirem mais ainda. Por
exemplo, entre as areas de ciéncias exatas, a matematica, a fisica e a quimica sdo



exemplos de ciéncias basicas, e as engenharias, geociéncias e astronomia podem ser
encaradas como areas de aplicacdo dessas ciéncias. Todavia, cada uma delas, sejam
basicas e/ou aplicadas, também podem ser subdivididas em pura e tecnologica, tedrica e
experimental. O conhecimento humano é hoje um grande mosaico de especialidades.
Ha, porém, areas de estudo que requerem conhecimento de varias especialidades: sdo as
areas (ciéncias) multidisciplinares. Problemas inversos (PI) sdo exemplos de area
multidisciplinar.

A distingdo entre o que seja um problema direto ou inverso para um dado
fendmeno esta ligada a nossa cultura, isto é, trata-se do que se interpreta como causa e
efeito. E atribuido a Oleg Mikailivitch Alifanov (www.me.ua.edu/inverse/whatis.html),
proeminente pesquisador russo na area de problemas inversos, a afirmacdo: “a solucdo
de um problema inverso consiste em determinar causas baseado na observac¢do dos
seus efeitos”. Do ponto de vista pratico, convenciona-se chamar problema direto aquele
em que o estudo antecedeu-se historicamente. Tal ambigiiidade (direto/inverso) pode
ser exemplificada do seguinte modo. Se 0 modelo matematico € expresso por A(u) = f, o
modelo inverso pode ser representado por: 4”(f) = u. Por outro lado, definindo-se B =
A, o par problema direto-inverso torna-se: B(f) =u = B '(u) = f

Como se percebe, a propria definicdo de PI pode apresentar controvérsias.
Entretanto, neste minicurso, a observacdo de Oleg M. Alifanov é a base para a
conceituagdo de PI. Uma definigdo, bem como classificagdoes de PI, ¢ apresentada na
proxima secdo. Algumas técnicas de solucdio de problemas inversos sdo apresentadas.
Estes métodos sdo exemplificados em algumas aplicacGes: geofisica, meteorologia,
oceanografia e transferéncia de calor. As ultimas segdes deste texto estdo voltadas a
técnicas novas, como redes neurais e algoritmos genéticos.

Este texto ¢ fortemente baseado na experiéncia do autor na area e no Curso de
Problemas Inversos, disciplina regular do Curso de Pds-graduacdo em Computagdo
Aplicada (CAP) do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE)
(http://www.lac.inpe.br/cap/) - ministrada pelo Dr. Fernando M. Ramos. A primeira
versdo deste texto (mais resumida) foi apresentada como um minicurso do Encontro de
Modelagem Computacional em 2001, promog¢do do Instituto Politécnico da
Universidade do Estado do Rio de Janeiro (IPRJ-UERIJ, Nova Friburgo), a convite do
Prof. Antonio José da Silva Neto. Texto e slides do mini-curso do IPRJ-UERIJ estdo
disponiveis na internet (http://www.lac.inpe.br/~haroldo/scip.html) - este material do
minicurso tornaram-se disponiveis gragas ao trabalho voluntario de Elcio H.
Shiguemori e Ana Paula Abrantes de Castro (na época, estudantes de doutorado e
mestrado, respectivamente, do curso de pos-graduagdo em Computagdo Aplicada do
INPE).

Durante os anos de pesquisa na area, muitos colegas do INPE e de outras
institui¢des estdo associados ao trabalho desenvolvido: Alexandre Martinez (USP, Sdo
José do Rio Preto), Atair Rios Neto (INPE e Embraer), Antonio José da Silva Neto
(IPRJ-UERIJ), Domenico Anfossi (ISAC-CNR), Ezzat S. Chalhoub (LAC-INPE),
Fernando Manuel Ramos (LAC-INPE), Gervasio A. Degrazia (Fisica, UFSM), Jodo
Batista C. Silva (Geofisica, UFPA), José Demisio S. da Silva (LAC-INPE), Julio Cezar
Ruiz Claeyssen (Instituto de Matematica, UFRGS), Liliane B. Barichello (Instituto de
Matematica, UFRGS), Maridngela Amendola (FEAGRI-UNICAMP), Marco Tulio de
Vilhena (Instituto de Matematica, UFRGS), Nandamudi L. Vijaykumar (LAC-INPE),



Nelson J. Ferreira (CPTEC-INPE), Pedro P. B. de Oliveira (Universidade McKenzie),
Stephan Stephany (LAC-INPE), Valéria Cristina F. Barbosa (ON-MCT); bem como
estudantes de pods-graduagdo (atuais ou ja formados) que trabalham (ou trabalharam)
sob minha supervisdo ou junto ao grupo de problemas inversos do INPE: Ana Paula C.
Cuco, Alexandre G. Nowosad, Claudio Faria, Cristiano Strieder, Débora R. Roberti,
Eduardo Favero P. da Luz, Elcio H. Shiguemori, Fabiana F. Paes, Fabricio P. Hérter,
Helaine Cristina M. Furtado, Jodo C. Carvalho, Leonardo D. Chiwiacowsky, Marcelo
R. de Moraes, Mario R. Retamoso, Renata S. da Rocha, Ricardo Varela Correa, Roberto
Afonso da Costa Junior, Rosangela S. C. Cintra, Sabrina B. M. Sambatti, Wagner B.
Muniz. A todos, meu especial agradecimento. Deixo claro, entretanto, que somente ao
autor devem ser creditados quaisquer erros ou imperfei¢des no texto.

As contribui¢des do grupo de Problemas Inversos do INPE ndo se referem
somente as aplicagcdes da metodologia de problemas inversos em pesquisas espaciais. O
grupo tem contribuido também com o desenvolvimento da teoria de problemas inversos:
concep¢do de novas técnicas de regularizacdo, novos desenvolvimentos em meta-
heuristicas e no método variacional.

2. Métodos Matematicos para Solucio de Problemas Inversos

Considera-se o astrofisico georgiano Viktor Amazaspovich Ambartsumian (para mais
informacdes sobre este cientista, consultar: http://www.phys-
astro.sonoma.edu/BruceMedalists/Ambartsumian/) como aquele que cunhou a
expressdo problema inverso. Uma defini¢do bastante abrangente, porém, ¢ apresentada
no livro de Engl et al. (1996): “Resolver um problema inverso é determinar causas
desconhecidas a partir de efeitos desejados ou observados”. Note-se que a area de
projeto 6timo ou projeto inverso (inverse design) também esta incluida nesta definigdo.
Em geral, as observacdes sdo imprecisas (dados contaminados com ruidos ou erros
experimentais) e incompletas. Diferentemente, problemas diretos requerem um
conhecimento completo e preciso das causas para a determinagdo dos efeitos.

A Figura 1 mostra de maneira pictérica a relagdo entre problema direto e
inverso. Causas, num modelo matematico, sdo as condi¢des iniciais ¢ de contorno,
termo de fontes/sumidouros e propriedades do sistema (material). Efeitos sdo as
propriedades calculadas a partir de um modelo matematico (direto), como o campo de
temperatura, concentragdo de particulas, corrente elétrica e propriedades vetoriais, como
campo de velocidade.

Alids, o tipo de “causa” a ser determinada pode ser usado para classificar PI.

1. Contudo, outras classificacdes sdo possiveis:

2. Quanto a natureza matematica do método: (a) Explicito (inversdo direta)
(b) Implicito

3. Quanto a natureza estatistica do método: (a) Determinista

(b) Estocastico

4. Quanto a natureza da propriedade estimada: (a) Condicao inicial

(b) Condigdo de contorno



(c) Termo de fonte/sumidouro

5. Quanto a natureza da solucdo (Beck): (a) Estimagéo de pardmetros
(b) Estimagao de fungdo
6. Silva Neto / Moura Neto: (a) Tipo-1 (PD"e PI)
(b) Tipo-2 (PD” e PI')
(¢) Tipo-3 (PD” e PI”)

=5
LSS efeitas
M = espago de parametros oumodelos 3 = modelo direto
D = espago dedados ou observagies 7' = moddo inversoe

Figura 1 - Representacdo esquematica de problemas direto e inverso.

Nota-se que a classificagdo dos itens 1 e 2 estdo ligadas aos métodos de solugdo do
PI; segundo a do item 3, como ja falado, tipifica-se o problema inverso pela causa a ser
determinada. A classificagdo do item 4 foi formulada pelo Prof. J. V. Beck. Ao que
parece, o autor desta classificagdo tinha em mente como estimativa de fungdo a nogdo
de fungdo continua; desta forma, a determinacao de coeficientes ¢, da expansdo de uma
fungdo f(7) = Zicrgi(t) caracterizar-se-ia como estimacdo de pardmetros, e ndo estimagao
de fun¢do. Por outro lado, estimar propriedades caracteristicas e constantes de um
sistema (como a condutividade térmica k& de um material ou a intensidade S de uma
fonte pontual de calor estacionaria) ¢ um problema de estimacdo de pardmetros. Num
caso, o vetor de parametros desconhecidos é X=[c; ¢; ... cK]T , noutro caso, X=[k, S]T .Um
caso distinto é estimar uma funcdo amostrada: f(t;))=f; (i=1, 2, ..., N); nesse caso, X=[f

fro AT

A classificagdo indicada no item 5 foi proposta recentemente (1999) e esta baseada
na dimensdo do modelo do fendmeno fisico (problema direto — PD) e na dimensdo da
quantidade a ser estimada (problema inverso — PI), se finita (f) ou infinita () — a
expressdo dimensdo infinita esta ligada ao conceito de fungdo continua (ou continua por
partes); esta classificacdo, entretanto, ndo ¢ uma idéia de exclusdo. Problemas inversos
do tipo reconstrucdo de imagens sdo exemplos de PI do Tipo-1, estimacdo de
parametros pode ser classificada como do Tipo-2 ou Tipo-3, enquanto estimagdo de
fungdo continua € sempre um problema do Tipo-3.



Matematicamente, problemas inversos pertencem a classe de problemas malpostos.
No inicio deste século, o matematico francés Jacques Hadamard definiu um problema
matematicamente bem-posto como sendo aquele que cumpre as trés condi¢des abaixo:A
solugdo existe; A solucdo ¢ unica; A solu¢do tem uma dependéncia continua (suave)
com os dados de entrada.

Assim, o problema ¢ dito malposto se alguma das condi¢des acima ndo ¢ satisfeita.
Problemas discretos e finitos sdo chamados mal condicionados se a condigéo (iii) ndo se
cumpre. Em geral, nenhuma das condi¢des de Hadamard ¢ satisfeita num problema
inverso.

Exemplos simples podem ser usados para ilustrar os conceitos acima. Por exemplo,
considere a solugdo da equagdo do 1° grau:

2x—4=0. (1)

O problema (direto) algébrico acima tem solug@o unica: x=2. O problema algébrico
inverso:

ax+b=0, 2
com x=2, ndo apresenta solugdo unica. O problema de estabilidade é exemplificado por
uma equacio algébrica do 2° grau:

ax* =2x+1=0, (3)
o qual, para a=1, possui as seguintes solugdes: x; = x, = 1. Introduzindo um erro de 1%
no coeficiente a, isto &, a = 1,01, a solugdo da Eq. (3) torna-se: x;2 =1 £ 0,14, sendo 7 a
unidade dos nimeros imaginarios. Ou seja, 1% de ruido no coeficiente @ faz com que a
Eq. (3) ndo tenha mais solu¢do no campo dos numeros reais.

Mesmo sendo uma area em franco desenvolvimento, PI é um capitulo relativamente
recente na ciéncia. Ha legitimos PI que ndo eram reconhecidos como tais. Contudo,
existem varias outras areas da ciéncia que estdo correlacionadas com esta nova area,
seja pela natureza do objetivo de estudo, seja pelo ponto de vista metodologico. A lista
a seguir apresenta as areas correlatas aos PI:

e Identificag¢do de Sistemas;

¢ Controle Otimo em Sistemas Estocasticos;

e Algebra Linear Computacional em Problemas de Posto Incompleto;
e Restauragdo de Imagens;

e Teoria de Filtragem;

e Assimilagdo/Iniciagao de Dados;

e Teoria da Estimagdo.

Porque PI emergiram como uma nova area da ciéncia? Devido a sua importancia
cientifica, econdémica, social e mesmo politica.

Por exemplo, ondas de som constituem um dos resultados mais significativos a
partir de mapas da radiagcdo coésmica de fundo em microondas (Hu, 2000), ou RCFM,
sendo uma previsdo de modelos de instabilidade gravitacional da teoria da relatividade
geral. Mapa de RCFM ¢ um modelo matematico, onde o padrdo de flutuagdes de



temperatura ¢ dado por uma expansdao em harmoénicos esféricos. Outro exemplo, o
telescopio espacial Hubble, levou cerca de 10 anos para ser construido e custou bilhdes
de dolares; depois de seu langamento, notou-se que as imagens produzidas nao tinham a
nitidez desejada (projetada). O problema apresentado na fabricacdo das lentes do
telescopio tem sido solucionado por software (métodos matematicos de PI — ver
Hanisch e White, 1993). Centenas de exemplos podem ser citados, mas ndo se pode
deixar de citar a revolugdo na medicina (e na sociedade) desde a introdugdo da
tomografia computadorizada, um classico problema inverso. Para finalizar, lembramos
a discussdo sobre o aquecimento global: a metodologia de problemas inversos ¢ até
agora o Unico procedimento para identificar o ciclo bio-geo-quimico dos gases do efeito
estufa (Kasibhatla et al., 2000).

3. Técnicas de regularizacio

Nado vamos tratar da teoria matematica de equacdes diferenciais parciais. Embora as
propriedades matematicas sejam relevantes na exposicdo e desenvolvimento da
metodologia, optou-se por uma apresentacdo sem muitos detalhes matematicos, onde as
técnicas sdo aplicadas e, espera-se, compreendidas com os exemplos do texto. Uma lista
nao exaustiva de métodos de solucao de PI segue:

e Inversdo direta;

e Decomposi¢do em valores singulares;

e Minimos quadrados e variantes (minimos quadrados ponderados);

e Me¢étodos de regularizagao;

e Me¢étodos variacionais;

e OQutros (molifica¢do, métodos bayesianos, filtros digitais, redes neurais, etc).

Meétodos explicitos, ou de inversdo direta, ndo sdo métodos gerais. H4 um interesse
académico numa inversdo direta, mas ndo se constitui num esquema metodologico geral
a ser seguido. Para exemplificar e para apresentar um problema que serd usado para
testar novas técnicas, seja o problema inverso de identificagdo da condicdo inicial em
condugdo do calor:

T,=al,; em t>0, xe(0,L); T(x0)=f(x), T,(0,)=T,(L)=0,  (4)

para o qual a solucdo exata do problema direto é:

& g X(Bx) |
T(x,0)=Y e 2wl (g %) f(x')dx' > (%)
mzz;) N(B,) !
onde X(fB,.,x) ¢ N(B,) sio autofungdo e norma caracteristicas do problema (Osizik,
1980; Muniz et al, 1999). A solucdo exata do problema inverso para um perfil de
temperatura 7(x) medida num tempo =7 é:
2 pe X(Bw, ) !
=y efr L1 x (', T)dx' . 6
)= % e = e [ X (B, T, D) (6)
Pode-se mostrar que a solugdo (6) define o PI como um problema malposto, pois viola a
3* condi¢do de Hadamard (Muniz et al., 1999).



Outro problema resolvido explicitamente é a solugdo de Burgraff para identificacao
de fluxo superficial em problemas de conducdo de calor (ver Beck et al., 1985, pagina
67).

No caso particular de alguns sistemas lineares indeterminados (com ntimero de
incognitas inferior ao numero de equagdes), uma solucdo estudada foi a abordagem de
minimos quadrados de norma minima, isto €, havia um termo adicional (a norma do
vetor de incognitas) associado ao termo de discrepancia quadratica. Isso pode ser
generalizado. A idéia é a seguinte: para resolver problemas malpostos, é necessario
fornecer informacao adicional. Na década de 60, varios pesquisadores também notaram
este fato. Nomes como V.K. Ivanov (1962), D.L. Phillips (1962) e S. Twomey (1963)
merecem destaque, mas foi com o trabalho de Andrei Nikolaevich Tikhonov, em 1963,
o inicio de uma formulagdo geral para problemas malpostos, chamada regularizacdo ou
método de regularizacdo. O Prof. Tikhonov foi um matematico proeminente e trabalhou
no prestigioso Instituto de Matematica Steklov da Academia Russa de Ciéncias
(matematicos como A.N. Krylov, D.K. Faddeev, L.S. Pontryagin, S.L. Sobolev, A.N.
Kolmogorov e A.A. Markov formam uma pequena lista de importantes cientistas do
mesmo Instituto), tendo trabalhos importantes em topologia, analise funcional,
matematica computacional e fisica matematica.

Problema [nformacﬁo Problema

malposto a priori bem-posto

Realidade

fisica

Figura 2 - Idéia basica do método da regularizagio.

O método da regularizagdo consiste na determinacdo da solucdo aproximada mais
suave compativel com os dados de observagdo, para certo nivel de ruido. A busca da
solugdo mais suave (regular) ¢ uma informagdo adicional, que transforma o problema
malposto num problema bem-posto (ver Figura 2).

Na implementa¢do matematica do método, o PI ¢ formulado como um problema de
otimizag¢do com restri¢des:
2
min |A(u)—f§||2 sujeito a  Qul<p, (14)
uel

onde A(u)=f§ representa o modelo direto e (Ju] é o operador de regularizagdo
(Tikhonov e Arsenin, 1977). A técnica dos multiplicadores de Lagrange permite colocar
na mesma fungdo custo os objetivos de fidelidade dos pardmetros com o modelo direto
e de regularidade (suavidade) exigida da quantidade desconhecida:

min{HA(u)—ﬁHz + o 2fu] H} (15)

uel



onde & € o parametro de regularizacdo. Note que, para & — 0, o termo de fidelidade dos
dados na fungdo objetivo é superestimado, enquanto que para & — o, toda a informacao
contida no modelo matematico é perdida.

Varios tipos de operadores de regularizacdo tém sido investigados desde o trabalho
dos pioneiros na area. Aqui somente serdo comentadas duas classes destes operadores
de regularizagao.

3.1 Regularizac¢ao de Tikhonov

Aqui o operador € expresso por:
)4

o= o a9
k=0

onde u® denota a k-ésima derivada (diferenga) e 14>0. Em geral, 14=3; (delta de
Kronecker), e o operador torna-se

=]

e a técnica ¢ chamada de regularizagdo de Tikhonov de ordem-k. O efeito da
regularizagdo de Tikhonov-0 ¢é reduzir oscilagdes na funcdo u (busca por fungdes
suaves). Ja na regularizagdo de 1° ordem, toma-se ) ~ 0, ou seja, u ¢
aproximadamente constante.

3.2. Regularizacao entropica

De maneira similar a técnica de Tikhonov, o método da maxima entropia busca
regularidade global, produzindo as reconstru¢des mais suaves de acordo com os dados
disponiveis (medidos).

O principio da maxima entropia foi proposto por Jaynes (1957) como um
critério geral de inferéncia, baseado na teoria matematica da informacdo de Shannon
(Shanon e Weaver, 1949). A Figura 3 mostra diferentes probabilidades num fenomeno
em que 8 estados sdo possiveis. A condi¢do de maxima entropia ocorre quando todos os
estados sdo igualmente provaveis (Figura 3a), enquanto o estado de minima entropia ¢
ilustrado na Figura 3b: todos os estados tém probabilidade nula de ocorrer, com excegdo
um unico estado.

Da mesma forma que a regularizagdo de Tikhonov, podem ser estabelecidos
operadores de entropia de varias ordens. Uma expressdo genérica para regularizagio
entropica é:

N N
S(u)=>s, log(s,), com s, :rq(")/Zr;") : )
g=l1

valida para o caso discreto. Neste contexto, as diferentes ordens do operador sdo
(Campos Velho e Ramos, 1997; Ramos et al., 2000, Campos Velho et al., 2000):



u, para k=0
r;k) = utiﬂ _uq +(umax _umin)+g para k =1 (18)

~u,, )+¢ para k=1

max

Uy —2u, +u, +2(u

onde rq(k) representa a k-ésima diferenca (derivada) da quantidade a ser estimada. A
fun¢do de entropia atinge seu valor maximo, Sm.—= log(,), quando a fun¢do de
densidade de probabilidade ¢ uniforme, e tem seu valor minimo, Spix=0, se os valores de

rq estiverem distribuidos por uma delta de Dirac (Muniz et al., 2000).

R

(a) (b)
Figura 3 — (a) estados igualmente provaveis, (b) todos estados tem probabilidade nula
de ocorréncia exceto um unico estado com probabilidade de 100% de ocorréncia.

3.3. Determinacgdo do Parametro de Regularizacio.

Para se ter uma teoria de regularizacdo completa, ¢ necessario um método para calcular
o parametro « na Eq. (15). O parametro de regularizacdo ¢ que vai realizar o balanco
entre o termo da diferenga quadratica entre os dados e o modelo — termo de fidelidade
dos dados - e o termo de regularizacdo, termo de suavidade dos dados. A literatura
registra varios métodos para a determinagdo do multiplicador de Langrange (Bertero e
Bocaccio, 1998), como o método da curva L e o da validagdo cruzada. Outra
metodologia empregada esta baseada no critério da discrepancia de Morosov.

O critério de Morosov baseia-se no fato de que a diferenga, ou discrepdncia,
entre os dados de observagdo e os dados do modelo deve ter a mesma magnitude do erro
. . , . * o, . ~
de medida. Dessa maneira, se ¢ € erro no processo de medida, @ ¢ a raiz da equagdo

|aw)-r°| . =5 (19)

a

O critério da discrepancia foi validado também para o caso do operador de
entropia de alta ordem (Muniz et al., 2000).

4. Técnicas de Otimizacao

A solugdo inversa no método de regularizacdo ¢ obtida resolvendo-se o problema de
otimizagdo expresso pela Eq. (15). H4 uma grande variedade de métodos na literatura,
divididos em 2 grandes grupos: métodos deterministicos e métodos estocasticos:

- Deterministicos: maxima descida, método de Newton, quase-Newton, Gradiente
Conjugado, Método de Levenberg-Marquadt, Método Simplex.

- Estocasticos: Recozimento simulado (AS: Simulated Annealing), Algoritmos
genéticos (GA: Genetic Algorithm), busca Tabu, otimizagdo extrema, otimizagdo por
colonia de formigas (ACO: Ant Colony Optimization), otimizagdo por enxame de
particulas (SPO: Swarm Particle Optimization), etc.



- Métodos hibridos: Combinam a estratégia de busca global dos métodos estocasticos
com busca local dos métodos deterministas (GAPlex: GA + Simplex, SAPlex: AS +
Simplex, GAGC: GA + Gradiente Conjugado).

4.1. Método de Newton e quase-Newton (MNe, MQNe)

O objetivo de um método de otimizagdo € encontrar 0 minimo/maximo de uma fungdo
escalar F(X) sendo X um vetor de um espago de dimensdo m (Xxe®R”). Porém,
determinar o minimo da fun¢do F(X) é equivalente a encontrar o ponto X tal que
VF(X)=0. Tomando a série de Taylor da funcdo vetorial G(X), tem-se (aqui

G(X)=VF(X)):

1

G(X +AX) = G(X)+VG(X)AX =

VVG(X)AXTAX + O(AX?). (20)

Realizando truncamento de 1* ordem na expressdo acima e adotando-se a
aproximagdo G(X +AX)~0, chega-se a relagdo de recorréncia do método de Newton

(AXM =X _Xk):
X, =X, +[VVF(X)|'VF(X,). (21)

Do ponto de vista computacional, ndo calculamos explicitamente a inversa da
matriz hessiana da fungdo F(X); ao invés disso, resolve-se o sistema associado de
equacdes lineares e avalia-se sua convergéncia - a precisdo € definida previamente por
uma quantidade &. De forma algoritmica, o método de Newton pode ser descrito da
seguinte forma.

1. Resolva o sistema linear de equagdes algébricas: [VVF(X,)JAX,,, = -VF(X,)

2. Atualize o vetor de pardmetros:

Xpn =AX + X, (22)
- X x| sim: processo finaliza
3. Avaliagdo da convergéncia: ~—— <1

¢ ndo:retorna ao passo 1

xal

Em notacdo por indices, a matriz hessiana (NxN) ¢é calculada como segue (X =
[X1, X5, ..., Xy]" : vetor de pardmetros desconhecidos de dimensdo N):
O°F
ox.ex,

[VVF()], =

O célculo da matriz hessiana, em geral, € o processo computacionalmente mais
custoso (pode-se usar técnicas numéricas para o calculo da matriz). Varias estratégias
sdo propostas para minimizar o custo computacional, evitando o calculo da matriz
hessiana. Estes sdo os métodos quase-Newton, ou ainda, métodos de métrica varidavel,
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como muitas vezes ¢ denominado na literatura (Luenberger, 1973). O processo
implementado na rotina EO4UCF da biblioteca numérica NAG (1995) é o seguinte:

1. Resolve o problema direto para X e calcula o valor da funcdo objetivo J(Xj).

2. Calcula o gradiente por diferengas finitas: V.J(X,).

3. Calcula a aproximagdo quase-Newton positiva-definida Hj para a matriz hessiana
(vIvF)):

_ +bk(bk)T _Hk—]uk(uk)THk—] (23)
k k-1 T T
(b)) uy (u,) Hy u,
onde
by=X,-X,,

u, =VJ(X)-VJ(X,,)-

4. Calcula a dirego de busca d* como a solugdo do seguinte sub-problema de
programagao quadratica:

Minimize [vJ(X,)] d* +%(d*)T(Hk)dk ,sujeitoa: [ —pl <d <u"-pl.
5.Fixe, X,,, = X, + f*d", onde o passo de comprimento g* minimiza J(X, + g*d").

6. Testa a convergéncia: finaliza ou retorna ao Passo 1.

E possivel demonstrar que a solugdo 6tima do processo acima converge para a
solugdo do método de Newton (Luenberger, 1973). Antes de finalizar esta segdo, é
pertinente informar que o método de Newton tem uma convergéncia quadratica, porém
pode ndo convergir, se a estimativa inicial X; estiver fora de uma regido de
convergéncia (regido proxima ao maximo/minimo). Um método mais robusto em
relacdo a escolha da estimativa inicial € o método da maxima descida, que tem
convergéncia linear (Luenberger, 1973).

4.2. Método de Levenberg—Marquardt (MLM)

Conforme mencionado anteriormente, os métodos de Newton e quase-Newton podem
apresentar problemas de convergéncia; além disso, a matriz associada no algoritmo de
solucdo do método de Newton pode ser singular ou quase singular - que pode apresentar
caracteristicas de uma matriz singular, devido as aproximag¢des numéricas. O método da
maxima descida, por sua vez, além de apresentar uma convergéncia lenta, ndo tem uma
estratégia definida para a escolha da primeira estimativa do processo iterativo. Estes
problemas podem ser minorados pelo método de Levenberg (1944) e Marquardt (1963),
que combina as estratégias de maxima descida com o método de Newton.

Denotando Y(X)=[A(X)-"], onde A(.) representa o modelo direto, /° representa os
dados experimentais ¢ Q=vVy (isto & Q =ov/ox,), ¢ assumindo a seguinte

aproximagao:
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Y(X +AY)=Y(X)+ VY -AX + O(AX*) ~ Y(X) + QAX ,
as equacdes normais podem ser escritas como:
Q'Y (X +AY)~ Q" [Y(X)+0AX]=0 ,
ou seja:
0'oAx =-0Q'Y.
A idéia do MLM ¢ modificar a matriz do sistema M =Q"Q, da seguinte maneira:

M—)A;[; onde: MU. =M, + M5, 24)

i ij

Se A é grande (1 > ), os termos da diagonal irdo dominar a expressdo, que ¢é
justamente o método da maxima descida. Quando A =0, o método torna-se similar ao
método de Newton. Assim, a abordagem do MLM atualiza o calculo para os parametros
desconhecidos através da formula:

X =X, _[QTQ'*‘/lkI]ilQTY- (25)

A rotina DBCLSF da biblioteca numérica IMSL (1991) implementa uma versao
do método de Levenberg-Marquardt.

4.3. Método do Gradiente Conjugado (MGC)

Ha uma extensa literatura sobre o Método do Gradiente Conjugado, devido a grande
pesquisa dedicada a esta técnica — considerada um dos 10 algoritmos mais importantes
da computacdo cientifica. O emprego de dire¢des conjugadas para a busca da solucdo
otima ¢ utilizado com o objetivo de acelerar a convergéncia do método da maxima
descida. Diferentemente do método da maxima descida, que na versdo classica assume
passos em direcdes de busca idénticas a diregdes de busca anteriores, 0 MGC assume
outra estratégia, empregando dire¢ées ortogonais conjugadas. Todavia, assim como o
método da maxima descida, 0 MGC também emprega apenas informagdo referente ao
gradiente (jacobiano) da fungo objetivo (ao invés de informagdes da derivada segunda
— a hessiana da funcdo objetivo).

Aqui vamos dar somente a versao algoritmica do método. A dedug@o dos passos
do MGC ¢ bem descrita na literatura especializada, como, por exemplo, em Luenberger
(1973). Outra referéncia a ser mencionada ¢ Chiwiacowsky (2005): além da deducgéo do
MGC, o método variacional ¢ descrito com detalhes na sua aplicagcdo a problemas
inversos (sera tratado mais adiante neste texto). Um algoritmo para o0 MGC pode ser
descrito como:

1. Escolher uma estimativa inicial para x,;
2. Calculo do modelo direto 4(x,) e da fungédo objetivo J(x,);

3. Calcular o gradiente da fun¢do objetivo: vJ(x,);

4. Céleulo do coeficiente conjugado (versdo Fletcher-Reeves): »* =|vJ(x, )2 /|VJ(x, )Hz ;



5. Célculo da direcdo de busca: P = —J(X,) para k=0
~J(X)+y p"" para k>0

6. Realizar uma busca em linha na dire¢do p* para calcular g* = min, {J( X, + ﬁp*)} ;
7. Atualize o vetor de pardmetros x, = X, + 8*p*;

8. Teste de convergéncia: finaliza ou retorna ao passo-2.

A expressao “gradiente conjugado” deriva do fato de que as diregdes consecutivas de
busca sdo A-ortogonais ou A-conjugadas: (p*™)" Ap* =0.

4.4. Recozimento Simulado (SA)

Esta técnica foi o primeiro método de otimizag@o estocastica inspirado em emular um
processo natural de otimiza¢do de fungdes, no caso, minimizar a energia interna de
ligagdo entre atomos de uma rede cristalina. A técnica € muito conhecida pela expressdo
em inglés Simulated Annealing (SA); é uma meta-heuristica para o problema de
otimizacdo global. O nome da técnica foi cunhado a partir do processo em metalurgia de
aquecimento e resfriamento controlado de um material para a obtencdo de uma rede
cristalina com o minimo de defeitos — o recozimento (annealing). O aquecimento altera
a energia interna de ligacdo entre os atomos da rede cristalina, permitindo que o sistema
se desloque aleatoriamente através de estados de energia mais alta (novas configuragdes
da rede cristalina); o resfriamento lento torna o sistema capaz de se acomodar numa
configuragdo com energia interna mais baixa do que a energia inicial, ou seja, numa
configuracdo mais estdvel (menor energia), e a rede cristalina serd mais bem
estruturada, ou ainda, com menos imperfei¢des.

Em analogia com o processo fisico, no algoritmo SA a energia interna ¢
identificada como a fun¢do objetivo do problema de otimizagdo. Em cada passo, a
solucdo atual ¢ atualizada, sendo substituida por uma solugéo grosseiramente aleatoria,
escolhida com uma probabilidade que depende dos valores da funcdo objetivo entre a
solucdo anterior e a solugdo atual e de um parametro global T (“femperatura’), que vai
gradualmente reduzindo seu valor durante o processo iterativo. Quando o parametro 7' ¢
grande, praticamente qualquer solucdo é permitida, mas, a medida que T se aproxima de
zero, somente solugdes que reduzam o valor da fungdo objetivo sdo consideradas. O
estagio do processo iterativo que permite solugdes com valor da fungdo objetivo acima
do valor obtido na iteragdo anterior torna o método efetivo em evitar estacionar em
minimos locais. Outra vantagem do SA ¢ que neste método ndo ¢ necessario o calculo
do gradiente da funcdo objetivo, nem a exigéncia de continuidade da fungdo objetivo e
de suas derivadas.

O método foi descrito por Kirkpatrick et al. (1983) e ¢ uma adaptacdo do
algoritmo de Metropolis, um método de Monte Carlo empregado em sistemas termo-
dindmicos (Metropolis et al, 1953). O algoritmo a seguir foi implementado por Press et
al. (1992):

1. Definir a temperatura inicial € um conjunto inicial de M solugdes: x (m=12,...,M);
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2. Célculo da fungdo objetivo de cada solugdo candidata da iteracdo: J(x");

3. Escolher novas solugdes candidatas aleatoriamente e recalcular a fungdo objetivo
associado (se o valor da fungdo objetivo coincidir em algumas das solugdes geradas
ou com solugdes candidatas no passo da iteracdo anterior, escolhem-se outras);

4. Avaliagdo das solugdes candidatas: se J(x”)<J(x”,) a solugdo ¢é aceita, caso

contrario se um valor aleatério rand satisfizer: rand > """, onde AE E‘J(X,’”)—J(X,’fl)

a solugdo ¢ aceita;
5. Reducdo da temperatura 7: T;1;=r*T; (r é o fator de redugdo);
6. Teste de convergéncia: finaliza ou retorna ao passo-1.
Ha muitas variantes do algoritmo SA.

4.5. Algoritmo genético epidémico (EGA)

Algoritmos genéticos sdo métodos de otimizagdo baseados na teoria da evolugdo
proposta por Charles Darwin e Alfred Russel Wallace. Darwin e Wallace coletaram
evidéncias para sua teoria evoluciondria a partir de viagens que ambos fizeram na
América do Sul. Darwin foi o naturalista convidado durante a viagem do navio Beagle,
em expedicdo para mapear a costa da América do Sul, e Wallace foi um naturalista que
viveu na regido Amazdnica por 4 anos. Ambos conceberam o mecanismo da sele¢do
natural apés terem lido o livro de Thomas Malthus: An Essay on the Principle of
Population, onde Malthus afirma que a popula¢do humana cresce mais rapido do que a
producdo de alimentos.

A teoria de Darwin-Wallace ¢ a idéia principal da moderna teoria da evolugao,
mas a proposta original tinha problemas. Por exemplo, ndo estava muito claro como a
especiagdo funcionava (mais ainda, como ocorriam explosdes de bio-diversidade, como
identificado no periodo Cambriano); também ndo estava claro como se davam as
pequenas mudangas entre individuos de uma mesma espécie. Um nome central para a
sintese da moderna teoria evolucionaria ¢ Ernst Mayr. Ele ¢ identificado como o
principal responsavel pela grande sintese, que integra a teoria da hereditariedade de
Mendel com a teoria da evolu¢do de Darwin-Wallace (e o processo de selecdo natural).
A teoria da evolucdo ainda estd em desenvolvimento. As propostas do equilibrio
pontuado e da endo-simbiose sdo dois exemplos de idéias novas no campo.

Os procedimentos nos GA sdo concebidos a partir da versdo moderna da teoria
da evolugdo — a grande sintese (Holland, 1975). No contexto da otimizacdo, a funcdo
objetivo (chamada de fun¢do de aptiddo) funciona como o ambiente (0 mecanismo da
pressdo evolutiva). Seguindo a selecdo natural, somente os individuos mais aptos na
populagdo serdo selecionados para serem os pais dos individuos da nova geracdo. A
nova geracdo sera levemente distinta da geragdo anterior por uma variacdo aleatdria em
algum item do gendtipo.
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Na versdo classica de GA, ha 3 operadores fundamentais: (i) selecdo, (ii)
cruzamento, (iii) mutacdo. Na versdo empregada neste minicurso, um novo operador
genético, denominado epidémico, ¢ implementado (Chiwiacowsky e Campos Velho,
2003; Medeiros, 2005). O operador epidémico ¢ ativado quando um nimero especifico
de geracdes ¢ atingido sem alteracdo do melhor individuo (mais apto) durante algumas
iteracdes. Assim, a populacdo € afetada por uma praga e somente os individuos com
melhor aptiddo (um percentual pré-definido de 2% a 10%) sobrevivem. Os individuos
extintos sdo substituidos por novos individuos (como imigrantes recém chegados)
gerados aleatoriamente. Assim, dois novos parametros sdo necessarios para a versao do
EGA (Epidemic GA): o nimero de geragdes sem melhoria do melhor individuo para
ativar o operador epidémico e a quantidade de individuos que sobreviverdo a praga.

Outro ponto importante na codificacio do GA classico é a descri¢do dos
individuos (numeros ou fung¢des) em codificagdo binaria. Esta descricdo permite uma
similaridade aparentemente melhor com o mapa génico de um individuo para as
operagdes de cruzamento e mutagdo. Assim, o problema era codificado para estrutura
binaria, e o resultado final, decodificado para numeros reais decimais. Na verdade esta
codificagdo/decodificagdo binaria ndo é necessaria. Ha muitas formas de se aplicarem
os operadores genéticos com nimeros reais. Aqui s6 sera descrito o algoritmo do EGA
usado nas aplicacdes espaciais descritas na proxima segao.

1. Geragao aleatoria da populag@o de M individuos (solugdes): x” (m=12,...,M);
2. Célculo da aptidao (fungdo objetivo) de cada individuo: J(x");

3. Ativa operador de selecdo (estratégia torneio, ver: Chiwiacowsky e Campos Velho,
2003);

4. Ativa o operador de cruzamento: z =y (x; € y; sdo 2 pais selecionados e z; um
individuo da nova geragdo, 4=0,25 é o parametro usado — igual peso para ambos os
pais);

5. Ativa operador de mutagio: , ':{z, + A L,z)) se: digito aleatorio binario ¢ 0 :

z,—A(t,z, —1,;) se: digito aleatorio binario ¢ 1

onde: A(, y) = y|l - rand™ ””J (rand=nimero aleatério [0,1), ¢ € passo da iteracdo atual,

T ¢ o numero maximo de iteragdes ¢ b=5);

6. Teste de convergéncia: finaliza ou avalia aplicacdo do operador epidémico — se a

epidemia ndo acontece, retorna ao passo-2.

A estratégia da epidemia tem uma similaridade com a estratégia dos ciclos
térmicos (ou re-anneling) do SA. O EGA ¢ muito similar a implementacado do micro-GA
(Krishnakumar, 1989). Cuco et al. (2008) discutem a similaridade entre as duas
abordagens.



5. Método Variacional

A técnica variacional foi primeiramente desenvolvida pelo pesquisador russo Oleg
Mikailivitch Alifanov, especialista em transferéncia de calor da area espacial.
Basicamente, o esquema consiste em associar o método do gradiente conjugado a
equagdo adjunta. E devido ao uso do MGC que esta técnica de resolugio de problemas
inversos ¢ apresentada apods a se¢do de otimizagdo.

O método variacional foi desenvolvido para se determinarem extremos de
funcionais. Uma fungdo € uma transformagdo (ou mapeamento) que relaciona niimero
(e também vetores e/ou tensores) com numeros (ou vetores/tensores). Funcionais sdo
mapeamentos que relacionam fun¢oes com numeros. No caso de fungdes, usamos
propriedades das derivadas para o calculo de extremos de fungdes. No caso de
funcionais, usa-se a variagdo (ao invés da diferenciagdo) para se determinar extremos
de funcionais (ou ainda, pontos estaciondrios do funcional). Numa descricdo pouco
técnica, se duas funcdes diferem uma da outra pela soma de outra funcdo
4(x) =u(x) +en(x), a variagdo da funcdo u(x) é dada por:

ou =1u(x) —u(x) = en(x) (26)

onde 7(x) ¢ uma fungdo arbitraria (mas que se anula na fronteira) e ¢ € um parametro
pequeno. A diferenca entre o operador variacional ¢ e o operador diferencial d é clara:
ou e du sdo ambos mudangas diferenciais da func¢do u(x). De forma mais explicita: du se
refere a uma mudanga infinitesimal de u(x) causada pela variagdo infinitesimal do
argumento dx, isto &, du=u(x+dx)-u(x); enquanto que Jou é uma variagdo infinitesimal de
u(x) que produz uma nova funcao: du=en(x).

O cerne da teoria do método variacional ¢ uma metodologia para se determinar o
extremo de um funcional J tomando-se a primeira variagao deste funcional e igualando-
se a zero: 6J=0. Nao serd apresentada a teoria do calculo variacional. Porém, somente
para ilustrar o procedimento, vamos considerar a variag@o da integral / abaixo:

t t tYoF  oF
o = 5[ Flu(x).u (x),x)dx = [ Fdx =& (gﬂ r— n-)dx, (27)

onde #’(x) € a derivada da fungdo u(x). Integrando por partes:

b

b
oF d oF oF
o =efnf &L Vs ay. 28
8{"(&4 dx@u')x (Sn(x)au'ja @8

Para determinar o ponto estaciondrio do funcional (s&7/s=0), lembramos que a

funcdo #(x) € arbitraria e anula-se nos extremos (7(x)=0, para x=a e¢ x=b), assim, a
condigdo para tornar nula a expressdo acima é:

oF d oF

ou deou

(29)

A equacio (29) € a condicdo necessaria e suficiente para anular 6J e é conhecida
como equacdo de Euler-Lagrange, em homenagem aos dois grandes matematicos que
trabalharam no desenvolvimento do calculo variacional. Entretanto, diferentemente da
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técnica de regularizagdo, ndo ¢é possivel gerar uma formulacdo variacional para qualquer
problema. A deducdo da equagdo de Euler-Lagrange ¢ calculada caso a caso.

6. Redes Neurais Artificiais

Redes neurais artificiais (RNAs) sdo arranjos de elementos de processamento chamados
neurdnios (Figura 2b). O modelo de neurdnio artificial consiste de uma combinagdo
linear seguida de uma fungao de ativagdo (ver Figura 4a):

Ve =00) =¢(iwk,xj +ka (30)

onde wy; sdo os pesos das conexdes e by € o viés (Haykin, 1993). A fung¢do de ativagdo
pode assumir varias formas funcionais. As mais usadas sd3o as func¢des sigmoide e
tangente hiperbolica:

-1

el ey Gy
tanh(x) = (1— e J1+¢ ) (b)

As redes podem ser supervisionadas ou ndo supervisionadas. Nas redes
supervisionadas, os pesos das conexdes sdo determinados de tal maneira que a saida da
rede neural produz um resultado similar ao do objetivo alvo. Assim, para as redes
supervisionadas, tem-se 2 conjuntos Y*¥° ¢ Y**(W), onde W ¢ a matriz dos pesos das
conexoes. Para determinar a matriz, o objetivo ¢ minimizar a diferenca quadratica:

Ty =t -y B . (32)

Um método ndo muito eficiente, mas muito usado, ¢ o algoritmo de retro-
alimentacdo (back-propagation), onde a atualizagdo da matriz W ¢ dada pela regra o:

OF

Wk;." = W,;."’l +AW,;; onde: AW, = 77% = 775jxjk (33)
ki
atvo 2
E= Z[ynl _ny(ng/)]
nesaida da RN
OE _0E V" GE OE

= = X. =0, = .
awkj aleVRN awkj 6)/]RN J J ayijN

Aqui, 7 ¢ a taxa de aprendizagem. A quantidade E representa o erro entre o valor
de saida da rede (Y*) e o valor de referéncia (Y*"°). Na verdade, qualquer técnica de
otimizagdo estudada até aqui (como aquelas vistas nas segdes anteriores) pode ser usada
para encontrar a matriz de pesos de conexdo W.

==

W =
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(a) (b)
Figura 4 — (a) neurdnio artificial simples, (b) rede neural de multiplas camadas.

Porque a regra ¢ funciona? A resposta ¢ simples. Se a direcdo de busca (AW) na
equacdo (33) fosse dada em termos do método de Newton, na expressdo ter-se-ia o
produto da inversa da matriz hessiana H pelo gradiente do erro. Como vimos no método
quase-Newton, a matriz hessiana ndo ¢é calculada explicitamente; a inversa hessiana ¢
aproximada por outra expressdo. Assim, num extremo de simplificagdo, a inversa da
matriz hessiana poderia ser aproximada pela matriz diagonal homogénea:
H'=lI, onde I ¢ a matriz identidade!

7. Aplicagdes de Problemas Inversos em Pesquisa Espacial

A area espacial tem 4 grandes pilares: (i) ciéncia espacial; (ii) engenharia ou tecnologia
espacial; (iii) aplicacdes espaciais (sensoriamento remoto, meteorologia por satélites,
sistemas globais de navegacdo por satélites - GNSS: Global Navigation Satellite
Systems, telefonia celular ¢ muitas outras); (iv) medicina espacial. O INPE atua em 3
das areas mencionadas, e existe um grupo de estudos em medicina espacial no Brasil na
PUC do Rio Grande do Sul. O grupo de problemas inversos realiza pesquisa e
desenvolvimento em todas as areas de atuagdo do INPE. Como exemplos de aplicagdes
de PI no INPE, citamos os seguintes:

- Ciéncia espacial: inversdo magnetotelurica (geofisica espacial), produ¢do de mapas
da radiagdo cosmica de fundo (astrofisica), projeto de configuragdo da distribuig¢do de
antenas de radio-telescopio interferométrico;

- Tecnologia espacial: projeto 6timo de radiadores espaciais, projeto 6timo do controle
térmico da plataforma multi-missdo (PMM) de satélites do INPE, deteccdo de danos
em estruturas espaciais;

- Meterologia: identificacdo de perfis de temperatura ¢ umidade atmosféricas a partir
de dados de satétiles, deteccdo de fontes de poluicdo atmosféricas, estimagdo de
propriedades turbulentas em fluxo da camada limite atmosférica;

- Oceanografia: propriedades Oticas de 4guas naturais;
- Assimilacao de dados: aplicagdes em meteorologia, oceanografia e clima espacial.

Nao serdo tratados todos os exemplos citados acima. Selecionamos alguns para
ilustrar a aplicagdo das metodologias de problemas inversos.

7.1. Ciéncia Espacial: Inversiao Magnetotelirica (IM)

Areas classicas de problemas inversos sdo: geofisica, transferéncia de calor,
reconstrugdo de imagens. A area de geofisica esta ligada ao maior negdcio do planeta, a
area do petroleo, em particular, em prospec¢do de petréleo. Ha outras aplica¢des
relevantes em geofisica, como mineracdo e busca de agua subterranea. A metodologia
mais empregada nesta area € o uso de métodos sismicos, onde cargas (excitagdo
artificial no sistema) sdo detonadas e registros sdo captados por geofones. Inversdo
magnetotelarica esta baseada em fontes eletromagnéticas naturais — raios c6smicos, por
exemplo — onde magnetdmetros sdo usados para registrar o campo geomagnético na
superficie da Terra. A formulagdo matematica do problema direto é estabelecida pelas
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equacdes de Maxwell do eletromagnetismo num dominio bidimensional (2D) com
condigdes de contorno adequadas (Ramos e Campos Velho, 1996; Campos Velho e
Ramos, 1997).

O dominio do problema fisico é esbogado na Figura 5, onde Q" e Q
correspondem as zonas condutiva (z<0) e de espaco livre (z>0), respectivamente. O
campo oscila com um periodo 27w, suficientemente longo para permitir que correntes
de deslocamento possam ser ignoradas. A permeabilidade é tomada como unitaria. As
equacdes do eletromagnetismo tornam-se:

V x H = 470k (34a)
VxE=—ioH (34b)

O fator exp(iwt) ¢ assumido em todas as quantidades de campo:
D(y,z2,1) = expliat)d(y,z) (P=E, H) e 0= o(y,z) ¢ a condutividade elétrica. Visto que H e E
ndo dependem da dire¢do-x, as equagdes acima sdo reduzidas a um conjunto de 2
equagdes de Poisson independentes (polarizagdo-H e polarizagdo-E) — o
desenvolvimento detalhado pode ser visto em Campos Velho e Ramos (1997). Por
simplicidade, considera-se somente o problema da polarizagdo-H na analise inversa:

2 2
0 Ig" +87H2X:i;72HX ;onde: 7° =4row . (35)
oy oz

O problema inverso para se determinar o campo de condutividade elétrica o(y,z)
¢ formulado como um problema de otimizagdo com restrigdes. O operador de
regularizagdo ¢ uma combina¢do da maxima entropia de ordem-zero com a minimiza¢do
da entropia de 1* ordem — equagdes (17) e (18) (Ramos e Campos Velho, 1996; Campos
Velho e Ramos, 1997). A solucdo inversa € obtida com a solugdo 6tima do seguinte
funcional:

J(©) = [HE (3,2 =0) = H™ (3,22 0,0)] = 7,(S4(60)/Spa)+ 71(S,(0)/ S\ ) - (36)

A Figura 6 mostra os resultados da inversdo sem regularizacdo em (b), minima
entropia de 1* ordem em (c) e maxima entropia de ordem-zero em (d); para comparagao,
a solugdo verdadeira ¢ mostrada em (a).

V’H, =

=Y
_ YA
Q
o) =1,
I:I(z->o’)=ﬁ(z-6") 2=0
Qr Vi=in?fl in OF
H(z—o00) =0

fidy|~ o) =11 ¢ "7
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Figura 5: Geometria e condi¢des de contorno do problema direto.

(a) True model

(¢) 70 =0,7 =0.03 (d) %0 =0.03,97 =0

Figura 6: Mapas de condutividade elétrica em IM: (a) modelo verdadeiro, (b) inversido
sem regularizacdo, (c) regularizagdo MinEnt-1, (d) regularizagdo MaxEnt-0.

7.2 Tecnologia Espacial

7.2.1 Projeto de radiadores espaciais

Radiadores espaciais sdo dispositivos usados para eficiente remogao de calor do interior
de satélites ou de estacdes espaciais para o espago exterior. Sua fungdo € essencial para
o controle térmico de qualquer veiculo espacial. Em geral, o radiador consiste de
pinturas ou faixas especiais com propriedades termo-oticas especificas. A area e o
numero de radiadores podem variar, dependendo do tamanho da estrutura espacial,
entretanto o radiador pode ser projetado independente da estrutura espacial, como na
ISS (International Space Station).

No problema tratado aqui, o projetista busca por uma combinagdo adequada de
pintura ou faixas adesivas para cobrir diferentes areas do radiador, de forma que a
emissividade efetiva obtida deste arranjo deve estar proxima da emissividade de projeto,
ou seja, deseja-se determinar a solu¢do o6tima do seguinte funcional (Souza e Ramos,
2000):

2 N

i=1
onde & ¢ a emissividade de projeto e E=[e; & ... sN]T . No artigo de Souza e Ramos
(2000), dois métodos sdo usados para minimizar o funcional (37): simulated annealing
(SA) e otimizagdo extrema (EO: extreme optimization). A solu¢do encontrada ¢
mostrada na figura 7.
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Figura 7: (a) configuragdo de referéncia; (b) configurago obtida para min J(E) por SA.

7.2.2. Deteccao de danos em estruturas espaciais

O problema de detecgdo de danos é o problema inverso mais importante em teoria de
vibragcdes mecanicas e, por isso, tem sido extensivamente estudado. O uso da técnica
variacional nesse tipo de problema ¢ muito recente. Os primeiros trabalhos foram
desenvolvidos por Huang (2001; 2002) e Chiwiacowsky & Campos Velho (2003).

Os passos para aplicacdo da técnica variacional no problema de deteccdo de
danos sdo os seguintes:

1. Escolher uma configuragio inicial para a matriz de rigidez K’;

2. Determine as deformagdes do sistema (problema direto) e a funcdo objetivo J(k°);
3. Resolver a equagdo adjunta para calcular o gradiente da fung¢éo objetivo;

4. Determine a diregdo de busca do MGC: ,n _ —J(K") para m=0
~J(K™Y+y"p™" para m>0

2.
5

onde: ;" =V /|vIk™)

5. Determina o tamanho do passo " min ; {J(Km " ﬁPM)}

6. Atualiza a matriz de rigidez: k"' = K" + g"p";

7. Teste de convergéncia (principio da discrepancia de Morosov).

Embora Huang (2001; 2002) afirme que esta técnica ¢é totalmente adequada para
resolver o problema, Chiwiacowsky e Campos Velho (2003) mostraram que ela nio
funciona para problemas com um niimero de graus de liberdade maior do que 5 ou
quando o sistema ndo ¢é tdo rigido — por exemplo, tomando-se estruturas em aluminio ao
invés de aco (Chiwiacowsky, 2005), com ou sem ruido nos dados experimentais. O
problema ¢é que, partindo da configuracdo nao danificada, o método variacional a per se
ndo consegue calcular uma boa solugdo inversa. Desta forma, torna-se necessario
determinar uma estimativa inicial mais adequada para o passo-1 do algoritmo anterior.
Desta forma, Chiwiacowsky e Campos Velho (2003) propuseram uma técnica hibrida,
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onde o algoritmo genético com epidemia ¢ usado para determinar uma configuracio
inicial para o processo variacional.

(b) (c)

Figura 8: (a) foto da ISS; (b) representacdo da estrutura da ISS, (c) danos (vermelho) na
ISS.

A técnica hibrida foi testada com sucesso em vdarios sistemas (massa-mola,
trelica, vigas) e usando diferentes dados experimentais (para dominio do tempo e
dominio da freqiiéncia) com varios niveis de ruido. Aqui vamos aplicar a técnica num
exemplo de detec¢do de danos na estagdo espacial internacional. A Figura 8 mostra uma
foto da ISS e sua representacdo como uma estrutura com 68 graus de liberdade. Na
Figura 8c, os elementos em vermelho sdo os elementos danificados da estrutura.

A Figura 9 mostra a rigidez identificada para cada elemento da representagdo da
ISS através do método hibrido: EGA + variacional (Campos Velho e Chiwiacowsky,
2005; Chiwiacowsky, 2005; Gasbarri et al., 2007). A identificagdo da rigidez é perfeita
no caso de dados sem ruido (Figura 9a) e produz um excelente resultado no caso de
dados com ruido (Figura 9b). E importante ressaltar que, no caso de dados com ruido,
em todos os casos trabalhados a técnica identificou todas as partes danificadas da
estrutura, isto ¢, até agora ndo temos um caso registrado em que a estrutura tenha um
dano ndo identificado pela técnica hibrida.
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Figura 9: Identificacdo da rigidez: (a) dados sem ruido; (b) dados com ruido de 1%.

7.3. Oceanografia: identificacio de propriedades dticas em aguas naturais
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Ha duas descrigoes fisicas para a transmissao da luz: (i) da teoria eletromagnética, onde
a luz é pensada como uma onda; (ii) da teoria de transporte de particulas sem cargas, se
a luz ¢ compreendida como um feixe de particulas (fétons). A segunda formulacdo ¢
considerada aqui. A equacdo linear de Boltzmann, também conhecida como a equagio
de transporte ou equagdo de transporte radioativo (ETR), para um dado comprimento de
onda 4, descreve a distribui¢do de fotons, expressa por:

@y

—

LD o)=L [ em ans o). (38)

dg
onde L ¢é a radidncia, ¢ é a espessura Otica, a ¢ b sdo os coeficientes de absor¢do e

espalhamento, respectivamente (a razdo b/(a+b) é o albedo @), S é o termo de fonte ou
sumidouro e & ¢ a diregcdo do foton. O problema fisico € esbogado na Figura 10.

b
U
a+

Nos estudos de otica hidrologica inversa, trés métodos para resolver o problema
direto foram usados e estdo disponiveis no Laboratorio Associado de Computagdo e
Matematica Aplicada (LAC) do INPE:

e Inser¢do invariante: Este método € usado no cddigo computacional Hydrolight
3.0, cuja descrigdo ¢ apresentada por Mobley (1994). Nesta formulacdo, o
problema linear de 2 pontos de contorno ¢ transformado num problema de valor
inicial: a equagdo matricial de Ricatti, resolvida por um integrador numérico
bem estabelecido. O software Hydrolight permite a escolha de muitos tipos de
fontes internas e diferentes condigdes de tempo.

e Me¢étodo Sy Analitico: Primeiramente, a radidncia é separada em componentes
espalhada e ndo espalhada. A solug@o para a componente ndo espalhada ¢ dada
por uma expressdo simples, enquanto a radidncia espalhada é expandida por
solugdes elementares das equagdes de ordenadas discretas. Os coeficientes da
expansdo sdo obtidos resolvendo o sistema de equagdes algébricas resultante.
Uma apresentacdao completa do método ¢ feita por Chalhoub and Garcia (2000).

e Método LTSn: Este esquema surgiu no inicio dos anos 90 no contexto de
transporte de néutrons (Barichello e Vilhena, 1993) e foi também aplicado para
problemas de transferéncia radiativa (Segatto e Vilhena, 1994). Uma descrigdo
do método e suas inovagdes sdo mencionadas por Segatto e Vilhena (1999). A
convergeéncia do método LTSy foi estabelecida usando a teoria de semigrupo Cy
(Pazos and Vilhena, 1999).
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Figura 10: O problema fisico da transmissao de radiagdo em aguas naturais.

Uma comparagdo entre diferentes métodos de resolucdo da equacgdo (28) foi
realizada por Chalhoub et al. (2003), enquanto o desempenho dos 3 métodos
mencionados foi analisado por Souto et al. (2004) num ambiente de computagdo
paralela.

O desenvolvimento de metodologias de inversdo para problemas de
transferéncia radiativa e, em particular, otica hidrologica, ¢ um importante topico de
pesquisa em muitos ramos da ciéncia e da engenharia (McCormick, 1992; Gordon,
2002). As propriedades de interesse em oOtica hidrologica inversa sdo: termos de fontes
internas, propriedades éticas inerentes (POI: fungdo de fase, coeficientes de absor¢do e
espalhamento) e condigdes de contorno. Reconstru¢des destas propriedades foram
obtidas com dados radiométricos medidos in situ e dados de sensoriamento remoto.
Varios parametros (fungdes) associados a ETR tem importancia economica, ecologica e
militar. A tabela abaixo ilustra alguns casos resolvidos pelo grupo de problemas
inversos do INPE (na tabela, CC significa condi¢do de contorno).

Um aspecto interessante no Caso-1 € que ndo foi usado nenhum método de
regularizagdo (Stephany et al., 1998), onde o termo de fonte foi aproximado como uma
soma de gaussianas com desvio padrdo o =0,75. No Caso-2, uma estratégia alternada
passo-a-passo foi introduzida, na qual os coeficientes a, b sdo estimados primeiramente
e, entdo, o termo de fonte ¢ identificado, seguindo-se uma estimacdo alternada, até se
atingir a convergéncia. A fungio de fase foi identificada nos Casos 3 e 4 (Chalhoub et
al., 2000; Chalhoub and Campos Velho, 2001), onde a determinagdo foi possivel mesmo
com altos niveis de ruido. Estes sdo casos de estimagdo de parametros, pois ndo ha
dependéncia entre as propriedades estimadas e a profundidade do oceano. Condigdes de
contorno sdo identificadas no Caso-5 (Retamoso et al., 2000, 2001; ver também Campos
Velho et al., 2002, 2003). Uma estimag@o conjunta de fung@o de fase, com alta ordem
de espalhamento, albedo e espessura otica foi realizada no Caso-6 (Chalhoub e Campos
Velho, 2002). Finalmente, o Caso-7 representa o primeiro resultado do grupo em otica
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hidrologica inversa usando dados de sensoriamento remoto (Chalhoub e Campos Velho,
2003).

Tabela 1: Estimagdo de propriedades em otica hidrologica.

Casos | Propriedade | Problema direto Optimizador Regularizagio
(@€)) 5() Ins. Inv. MQNe (NAG) / GA -
2) S),a, b Ins. Inv. MQNe (NAG) MaxEnt-0
3) B&) Sy padrdo MQNe (NAG) MaxEnt-0
4) C.C. LTSy MQNe (NAG) Tikhonov-0
5) B(&), @, ASx MLM (IMSL) MLM
6) B(&),@,,7, ASx MLM (IMSL) MLM
(7) S($) ASy — multi- MLM (IMSL) MLM

espectral

7.4. Meteorologia: reconstrucio de perfis verticais de temperatura e umidade
atmosférica

Uma das conquistas da tecnologia moderna foi a capacidade de melhorar
significativamente a previsdo do tempo. Uma das etapas essenciais neste processo foi a
introducdo do uso de satélites meteoroldgicos, incorporados ao sistema de observacgao
da atmosfera. Na sondagem remota da atmosfera por satélites para identificacdo de
perfis verticais de temperatura e umidade, a atmosfera ¢ aproximada em varios niveis ou
camadas de estratificagdo; nessas camadas, a temperatura e a umidade s3o consideradas
constantes. Usando-se a aproximag@o do corpo negro para cada camada atmosférica, a
energia radiante ¢ transferida de acordo com a equagdo de Schwarschild:

7/1(1/1) = 14(T1)—11(Tf)) == J-Bl(fz)df/l
(39)
27

B,(T)= CT[GMU(K—T)—I] (funcdo de Planck)

onde 1 é comprimento de onda do sensor instalado no satélite, / é a constante de Planck,
¢ ¢ velocidade da luz no vacuo, k, ¢ a constante de Boltzmann e 7 ¢ a temperatura no

nivel z. Este problema inverso foi resolvido usando 7 canais de satélite para a
reconstrugdo de perfil de temperatura em 4 niveis. O principio da maxima entropia de 2°
ordem foi usado com regularizagdo (Ramos et al., 1999). Esta metodologia mostrou-se
menos sensivel em relagdo ao perfil inicial utilizado do que o cédigo ITPP-5 (Figuras
1lae 11b).

Mesmo obtendo-se boas inversdes com métodos de regularizacdo, uma outra
abordagem foi executada: a inversdo com redes neurais artificiais. S8o varias as
motivagdes para o estudo de uma nova metodologia, como melhorar a inversao do perfil
de temperatura, principalmente abaixo do nivel de 100 HPa, e trabalhar com uma
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técnica ainda mais rapida. De fato, uma vez treinadas, as redes neurais sdo muito mais
eficientes do ponto de vista computacional do que técnicas de dependam da solucao
recursiva de problemas de otimizagdo. Mais ainda, redes neurais podem ser
implementadas em dispositivos de hardware, tornando viavel uma inversdo quase em
tempo real a bordo do satélite. A Figura 12a mostra a reconstru¢do do perfil de
temperatura atmosférica por varias técnicas (a melhor estimativa foi obtida com a rede
neural — perceptron de multiplas camadas) e a Figura 12b, uma comparacdo com
implementacdo da rede em VDHL (Shiguemori et al., 2007).

20 I I T T 20 I I T
| — Radiosonde | | | — Radiosonde | |
- —— - ITPP50 - —— - ITPP5-0
40 - —&—— MaxEnt-2 | 7] 40 - \\ —a—— MaxEnt-2
60 - Initial Profile | | 60 - Ninas Initial Profile | |
s 80 | - < 80 - .
< 100 . < 100 [ .
2 2
=] =]
(7] (23
® 200 - — 3200 —
o o
400 |- . 400 n
600 [~ 7] 600 7]
800 [ . 800 [ ]
1000 000 1 T
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(a) (b)

Figura 11: Perfis de temperatura atmosférica: (a) com perfil inicial de média
climatolégica, (b) perfil inicial homogéneo com temperatura idéntica a da superficie.

8. Consideracoes Finais

A area espacial € uma rica fonte para aplicagdes da metodologia de problemas inversos.
Na verdade, muitos desafios em inversdo brotaram do desenvolvimento da tecnologia
espacial (Alifanov, 1974; Beck et al., 1985). Um problema tipico é a estimativa do fluxo
de calor ao qual um veiculo espacial estara sujeito na reentrada da atmosfera. Neste
texto, foi realizada uma introducdo de alguns métodos matematicos para a solugdo de
problemas inversos, e alguns problemas da area espacial foram selecionados para
ilustrar como essas técnicas poderosas sao aplicadas no calculo de solugdes inversas.

E pertinente ressaltar que muito do que o grupo de problemas inversos do LAC-
INPE vem desenvolvendo ndo foi visto aqui. Como destaque de desenvolvimentos
significativos pode-se citar o novo algoritmo para otimiza¢do extrema (Souza, 2002),
GEO (Generalized Extreme Optimization), ¢ sua aplicagdo em problemas multi-
objetivos (M-GEO) e o emprego em sistemas espaciais: o projeto térmico de radiadores
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da Plataforma Multimissdo (PMM) do INPE e a obtenc¢do da configuragdo de uma
constelacdo de satélites de sensoriamento remoto (Galski, 2006). O operador de
epidemia para GA foi proposto na tese de mestrado de Medeiros (2005) e seu emprego
em problemas inversos foi realizado por Chiwiacowsky e Campos Velho (2003). A
versdo paralela do EGA foi o tema da tese de mestrado de Sambatti (2004) — ver
também (Sambatti et al., 2004; Campos Velho et al., 2006b).

, 5
10 e 10 ‘ ; ‘
H Radiossonde Radiosonde

R

| i =+=e=-= Neural Netw ork

T
H :
g 10’k E | 10° 1 b
10° I I ! ! 1 ] 10° | I I I 1
180 200 220 240 260 280 300 320 180 200 220 240 260 280 300 320
Temperature (K) Temperature (K)
(@) (b)

Figura 12: Reconstrugdo de perfis de temperatura atmosférica por redes neurais: (a)
comparagdo de varias metodologias, (b) inversao: software versus hardware.

Outro desenvolvimento que merece destaque é a aplicagdio do método de
colonias de formigas para otimizagdo (ACO). Na aplicacdo do ACO em problemas
inversos, foi concebida a idéia de regularizacdo intrinseca, onde somente caminhos
mais suaves sdo considerados — a suavidade do caminho ¢ avaliada por uma norma de
Tikhonov (Souto, 2005). Esta estratégia ainda faz uso de regularizag¢@o, mas ndo faz uso
do parametro de regularizacdo. Claramente, a estratégia pode ser adotada em outras
meta-heuristicas.

Aplicagdes importantes sdo novos algoritmos para produ¢do de mapas de
radiagdo cosmica de fundo, onde foi usada uma versdo do SA com ciclos térmicos
(Corréa, 2005), e o projeto de arranjo de antenas para o projeto BDA (Brazilian
Decimetric Array) do INPE, onde a estratégia do ACO foi usada para maximizar uma
funcdo objetivo da entropia da imagem do telescopio (Faria, 2007). Um problema
relevante nos dias atuais, ¢ a determinagdo de fluxos superficiais do ciclo bio-geo-
quimico de gases do efeito estufa. Roberti (2005) desenvolveu uma metodologia para
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atacar este problema, maximizando a entropia de 2* ordem, utilizando o método quase-
Newton para determinar a solugdo oOtima. Neste contexto, usou-se a estratégia de
identificar os valores funcionais de uma fun¢do amostrada. O método de Levenberg-
Marquardt, que ¢ muito eficiente em problemas inversos de estimagdo de parametros,
ndo conseguiu bons resultados neste caso. Isso indica que o problema de estimagdo de
fungdes (mesmo no caso de fungdo amostrada) tem uma natureza matematica distinta
da estimacdo de parametros.

Do ponto de vista tedrico, Campos Velho et al. (2007) usaram o principio da
maxima entropia ndo-extensiva para unificar a regularizagdo de Tikhonov e a
regularizacdo entropica.

A maior parte dos resultados obtidos e grande esforco de desenvolvimento estdao
ligados a concepgdo tradicional de resolucdo de problemas inversos: métodos de
solucdo de problemas de otimizagdo para obter solugdes regularizadas. Nao ha nada de
errado em seguir por este caminho; pelo contrario, os resultados mostram que esta ¢
uma linha de pesquisa com muito a oferecer. Por outro lado, a aplicacdo de redes
neurais ¢ uma metodologia realmente nova neste campo de pesquisa, permitindo atacar
problemas em que sequer o problema direto esta formulado. A aplicagdo da técnica de
redes neurais em problemas inversos é um campo de pesquisa muito promissor. Nosso
estudo iniciou-se com a identificacdo de condig¢des iniciais e de contorno em problemas
simples de conducdo do calor. Como comentado na Secdo 3.4, as redes neurais foram
aplicadas com sucesso na recuperagdo de perfis verticais de temperatura e umidade
atmosféricas a partir de dados de satélite meteorologicos com sensores na banda
espectral do infra-vermelho. Além da rede perceptron de multiplas camadas, outras
redes podem ser utilizadas com resultados igualmente excelentes (Shiguemori, 2007).
Inversdes com redes neurais podem ser aplicadas com outros tipos de sinais de satélites,
como sinais de GPS (Cintra et al., 2007). Porém, talvez o aspecto mais relevante nesta
nova técnica seja sua potencialidade de implementacdo em dispositivos de hardware.
Neurocomputadores podem representar um salto fantastico no ganho de desempenho de
processamento.
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