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Topicos em Fenomenos de Transporte: Teoria,
Simulac¢ao e Aplicacoes em Tecnologia Espacial

Jeronimo S. Travelho

Resumo

Este minicurso aborda os seguintes topicos em Fenomenos de Transporte:
conceitua¢do, modelos discreto e continuo da matéria, intervalos de aplicagdo, métodos
de abordagem para modelagem molecular dos fluidos, teoria do continuo, teorema de
transporte de Reynolds, equagoes de balanco de massa, quantidade de movimento,
energia e transporte de espécies na teoria do continuo, classes de métodos para
abordagem do continuo. Também sdo apresentadas as fases da modelagem: pré-
processamento, processamento e pos-processamento. Concluimos com um exemplo
importante de aplicagdo na drea de tecnologia espacial.

1. Introducio

O conceito de Fenomenos de Transporte ¢ amplo e se aplica ao estudo de qualquer
transporte de grandezas. Por exemplo, a abordagem de fendmenos de transporte pode
ser aplicada ao transporte de doengas, ao transporte de informagdes, a migragdo de
pessoas ou animais, etc. No entanto, a maior aplica¢do € no estudo do transporte de
grandezas fisicas, tais como calor, carga elétrica, etc. Naturalmente, qualquer texto
sobre esse assunto deve limitar o escopo ou a profundidade com que aborda esse campo.
Este texto se preocupara com o transporte de grandezas fisicas de maior interesse entre
as diversas aplicagdes espaciais. Nele, serdo mostradas a origem dos tipos principais de
transporte e as duas formas basicas de analise, que sdo a modelagem molecular ¢ a
teoria do continuo, e, finalmente serdo estudados alguns dispositivos de interesse da
ciéncia e tecnologia espacial. Sera enfatizada a teoria do continuo com transporte
difusivo e convectivo.

Embora o foco deste minicurso sejam as aplicagdes espaciais, o material a ser
mostrado ¢ de grande interesse para varias outras areas do conhecimento. Por exemplo,
grande parte dos projetos das engenharias civil, mecanica e quimica utiliza essa area do
conhecimento. Qualquer situagdo que envolva escoamentos, producdo de energia,
reacdes quimicas em equipamentos pode ser estudada com o formalismo de fendmenos



de transporte. Nas aplicagdes espaciais, as equagdes de fendomenos de transporte podem
ser aplicadas desde ao estudo de plasmas intergalacticos até a oceanografia ou aos
movimentos de magma dentro da terra. O projeto de equipamentos em satélites e de
veiculos langadores, etc. sdo feito através da aplicag@o dessa area do conhecimento.

2. Conceitos Fundamentais

Matéria ¢ constituida de atomos e moléculas. Esses atomos e moléculas estdo em
constante agitagdo e interagem entre si. O potencial de interagdo U entre atomos e/ou
moléculas ¢ semelhante ao mostrado na figura abaixo. Para potenciais isotropicos, como

este, a forga ¢ dada pela derivada do potencial em relagdo a distancia, F'=—d U/ dr.

Verifica-se que as moléculas se repelem quando estdo muito proximas (distancia r
pequena), e se atraem quando estdo um pouco mais afastadas. A posi¢do de equilibrio,
Teq» ¢ @ de potencial minimo (a for¢a ¢ nula). A interagdo pode ser desprezada para
distancias bem maiores do que 74, pois a intensidade da forga entre elas cai muito
rapidamente. Dependendo da energia dos atomos e moléculas, t€ém-se os estados sélido,
liquido e gasoso. No estado solido, os 4&tomos e moléculas tém pouca energia e ficam
vibrando em torno de uma posicdo média, que ¢ a de minima energia potencial. No
estado liquido, a energia € maior, mas ndo o suficiente para que eles se afastem. Nesse
estado, os atomos e moléculas ndo tém posi¢do fixa, mas o volume ocupado por eles ¢
aproximadamente constante. Quando a energia € maior, eles conseguem se afastar uns
dos outros e tem-se o estado gasoso. Existe ainda um quarto estado da matéria, o
plasma, em que a energia ¢ tdo elevada que os atomos perdem parcialmente ou
totalmente seus elétrons. O fato de os atomos perderem seus elétrons faz com que a
interagdo entre os mesmos deixe de se comportar como o potencial mostrado abaixo e
passe a ser uma interagdo coulombiana.

Macroscopicamente, ndo se consegue notar a existéncia dos dtomos e moléculas
porque o tamanho dos mesmos € muito pequeno e sua quantidade, geralmente elevada.
Por exemplo, um litro de 4gua contém cerca de 3x10%° moléculas, um litro de ar, cerca
de 3x10%. Um milhdo de moléculas de ar ocupam, em condigdes normais, o espago de
um cubo de cerca de 0,3 um. Esses niimeros sugerem que, em condigdes normais,
podem-se estudar os fendmenos fisicos que ocorrem na matéria supondo que a mesma ¢
continua, e ndo discreta. Essa € uma hipotese importante, pois, dessa maneira, podem-se
definir grandezas fisicas como fungdes da posicdo e executar operagdes matematicas
tais como limites e derivadas com essas grandezas.

Os atomos e moléculas estdo em continuo movimento, e a variagdo de energia e
do vetor quantidade de movimento é muito grande de uma molécula ou atomo para
outro. A definicdo de propriedades macroscopicas locais da matéria tais como
velocidade, massa especifica, etc. € feita considerando-se um numero grande de atomos
ou moléculas e fazendo algum tipo de média dessas grandezas. A hipodtese de que a
matéria é continua depende de ser possivel se obter um volume com niimero grande de
atomos ou moléculas, mas pequeno quando comparado com as outras dimensdes do
fendmeno, para que se possa simular as operagdes matematicas de limite e derivada.
Existem duas situagdes limite que tém recebido atencdo onde ndo ¢ valida a hipdtese do
continuo: quando se tem dimensdes muito pequenas, como no estudo de micro
elementos mecanicos (MEM) e no estudo de nanoparticulas, e no caso de escoamentos



rarefeitos, como em equipamentos de vacuo ou voos em grandes altitudes. Nesses casos,
deve se considerar a natureza molecular da matéria.
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Figura 1 — Exemplo de potencial entre moléculas de um material.

Nao € apenas o numero de moléculas que interfere na possibilidade da utilizagao
da hipotese do continuo. Como visto acima, um gas em condi¢gdes normais contém cerca
de mil vezes menos moléculas do que um liquido. Isto significa que as moléculas do gas
em geral estdo muito mais afastadas que as moléculas do liquido. No caso de gases, a
distancia entre as moléculas normalmente ¢ muito maior do que a distdncia em que a
forga repulsiva ndo é desprezivel. Portanto, as moléculas interagem apenas durante uma
pequena fracdo do tempo, sendo que no restante se movimentam somente sob a acdo de
campos externos, tais como o campo gravitacional, e, para gases, normalmente o efeito
do campo gravitacional pode ser desprezado. A hipdtese do continuo & valida se as
dimensdes caracteristicas da regido de estudo forem muito maiores do que a distancia
percorrida pelas moléculas entre duas colisdes. O valor médio dessa distancia ¢
chamado livre caminho médio. O menor volume que pode ser considerado na hipdtese
do continuo deve ser algumas vezes maior do que o livre caminho médio, de modo que
as colisdes entre as moléculas permitam homogeneizar os valores das grandezas fisicas.

O calculo do livre caminho médio pode ser feito de maneira simples, fazendo
uma aproximagdo de forma que as moléculas possam ser consideradas como esferas
rigidas. Nesse caso, a colisdo das moléculas ocorrerd se a distdncia minima entre elas
for menor ou igual ao didmetro das mesmas. Para se obter o livre caminho médio,
supde-se que todas as moléculas estdo paradas, exceto uma, que se movimenta com a
velocidade média. A molécula que esta se movimentando colidirda com outra molécula
se o centro da mesma estiver dentro do cilindro que tem a trajetoria da primeira

molécula como eixo e raio igual ao didmetro das moléculas D (Ver Figura abaixo).
Entdo, uma maneira aproximada de se conhecer o livre caminho médio ¢ obtendo o

nimero de colisdes N que a molécula teria enquanto percorre uma distancia L. O livre
caminho médio A ¢ aproximadamente A=L/N. Denotando por n o numero de
moléculas por unidade de volume, obtém-se:

1

N=nxzD’L = Al=—>7>
nx D



Um calculo mais preciso resulta em A = 1/ (\/EnﬂDz). O parametro que permite verificar

a aplicabilidade da hipétese do continuo é o numero de Knudsen, Kn= A/l onde [ é o

menor comprimento caracteristico da regido de estudo. A hipdtese do continuo ¢ valida
para Kn<0,l. Para valores do numero de Knudsen iguais ou maiores do que 0,1 os

resultados obtidos com essa hipdtese ndo sdo confiaveis. No entanto, A geralmente é
. © o~ . 8
muito pequeno; por exemplo, para o ar em condi¢des ambientes, 4 = 6x10" m.
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Figura 2 — Colisao idealizada entre moléculas de um gas.

Foi feita acima uma comparagdo entre os estados solido, liquido e gasoso.
Enfatizou-se o menor numero de moléculas do gas quando comparado com o estado
liquido. No entanto, nos casos de pressdes elevadas, como as encontradas em motores
foguete, a distin¢do entre os estados liquido e gasoso pode deixar de existir. Isso ocorre
quando o fluido atinge a pressdo critica. Por exemplo, a pressdo critica do oxigénio, que
¢ normalmente utilizado como comburente nos motores foguete, é aproximadamente 5,1
MPa. Acima da pressdo critica, ndo se caracteriza o fluido como no estado liquido ou
gasoso, mas apenas como um fluido no estado superecritico.

3. Modelagem Molecular

As duas maneiras de tratar modelagem molecular para gases mais comuns s@o através
da equacdo de Boltzmann e suas simplificacdes e através da simulagdo direta de
movimento e choques entre as moléculas. Apenas alguns estudos mais simples com
simulacdo direta podem ser feitos sem o auxilio de computadores. A simulagdo direta,
mesmo com o uso de computadores, ¢ muito dificil por causa do grande nimero de
moléculas que devem ser analisadas. Uma maneira de resolver esse problema ¢ a
utilizacdo do método conhecido como DSMC, “Direct Simulation Monte Carlo” [1].
Nesse método se utiliza um nimero relativamente pequeno de moléculas que so
consideradas representativas de grupos de moléculas reais. Esse método parte de uma
condi¢do inicial aleatoria, isto ¢, as posicdes e velocidades das moléculas s@o escolhidas
aleatoriamente e deixa-se esse conjunto evoluir no tempo. A evolugdo no tempo ¢ feita
dividindo o tempo total de simulacdo em varios intervalos pequenos de tempo (passos
de tempo) e verificando como as moléculas se movimentam e se houve choques ou ndo
nesse intervalo. O movimento ¢é considerado livre, exceto pela possibilidade de choques
entre as moléculas. Como o niimero de moléculas analisadas é muito menor que o real,
¢ necessario criar um mecanismo para reproduzir a freqiiéncia e o tipo de choques reais.
No método DSMC, utilizam-se as probabilidades de choque e de angulo de



espalhamento para se modelarem os choques reais. Para se modelar adequadamente a
freqiiéncia de choque e o angulo de espalhamento, ¢ necessario que o passo de tempo
utilizado seja menor que o livre caminho médio dividido pela velocidade média, ou seja,
o intervalo de tempo deve ser menor que o inverso da freqiiéncia de colisdo. Além
disso, divide-se a regido de estudo em um conjunto de cé€lulas e calcula-se em cada
célula o nimero de moléculas e suas caracteristicas, tais como energia cinética, etc. Esse
calculo é necessario para se atualizar, em cada passo, as probabilidades de choque e o
efeito dos mesmos nas moléculas representativas.

A probabilidade de choque P entre as moléculas durante um intervalo de tempo
At ¢é igual a distancia percorrida dividida pelo livre caminho médio p = VAt/ 1.
Existem varias maneiras de se modelar o choque entre as moléculas. A mais simples ¢
considerar as moléculas como esferas rigidas, como descrito acima. Outros modelos
mais sofisticados que reproduzem o choque real das moléculas sdo possiveis. Esses
modelos procuram reproduzir o espalhamento de um potencial, como mostrado na
Figura 6.1. Naturalmente, as expressoes para probabilidade de choque e angulo de
espalhamento desse tipo de potencial sdo complexas e demandam um tempo grande de
computacdo quando comparado com o tempo para o modelo de esferas rigidas. Isso
significa que, apesar de melhorar a precisdo da modelagem dos choques, o aumento do
tempo necessario para calcular os mesmos exige que se diminua o niimero de moléculas
sendo modeladas e/ou o passo de tempo utilizado. Para resolver esse dilema, foram
criados métodos que representam aproximadamente o choque real de moléculas, mas
com expressoes cujos calculos podem ser realizados mais rapidamente.

Outro aspecto caracteristico da modelagem molecular é o tratamento das
condigdes de contorno. No DSMC, além da probabilidade de uma molécula se chocar
com uma parede, estuda-se o efeito desse choque no estado final da molécula. Uma
molécula real, quando se choca com uma estrutura cristalina, pode penetrar um pouco
na mesma. O choque ocorre com atomos individuais, pois ndo existe na natureza uma
parede lisa real. Portanto, a velocidade da molécula apds o choque ¢ diferente da
velocidade que ela teria apds uma reflexdo especular. Além disso, pode haver troca de
energia entre as moléculas e os atomos devido a colis@o. Esses efeitos sdo modelados
através de probabilidades e de coeficientes de acomodag@o que quantificam a troca de
energia, etc. entre a molécula e a parede.

Viarios melhoramentos tém sido feitos no método DSMC e, hoje em dia, podem
ser incluidas reagdes quimicas, energia interna das moléculas, etc. Os resultados
disponiveis na literatura especializada mostram que, em condi¢des de escoamentos
rarefeitos a hipotese do continuo pode levar a erros ndo despreziveis. A Figura 6.3
mostra os resultados de um estudo [2] de uma cunha em escoamento hipersonico a
altitude de 70 km. A velocidade da cunha ¢ de 3,56 km/s. Essa cunha pode, por
exemplo, ser o bordo de ataque de um aerofélio de um veiculo espacial. A Figura
mostra uma comparacao da pressdo na cunha para varios nimeros de Knudsen. Pode se
notar que, & medida que aumenta o nimero de Knudsen, o célculo da pressao na ogiva
modifica-se consideravelmente. E interessante notar que a modificagdo varia com o
nimero de Knudsen, mostrando que, embora o método DSMC utilize apenas uma
quantidade bem pequena de moléculas representativas quando comparado com o
nimero de moléculas reais, ele consegue simular o comportamento de um escoamento



relativamente denso. Portanto, esse ¢ um exemplo de aplicacdo de fenomenos de
transporte em tecnologia espacial que deve ser estudado com a abordagem molecular.

4. Teoria do Continuo

Quando um liquido ou gas escoa, o que se observa ¢ a velocidade média das moléculas
do fluido. Macroscopicamente, é possivel observar a velocidade média das moléculas
em uma pequena regido do fluido, mas ndo a movimentagdo das moléculas
isoladamente. Entdo € natural que, ao se estudar o transporte de grandezas por um
fluido, faca-se a divisdo entre o transporte devido a velocidade média do fluido que se
pode observar e o transporte devido a movimentagdo aleatoria das moléculas. O
primeiro tipo de transporte € o transporte convectivo e o segundo € o difusivo. Além
desses dois, existe um terceiro mecanismo importante, que € o transporte radiativo.

A difusdo de uma grandeza fisica ocorre quando ha uma diferenca do potencial
dessa grandeza entre dois pontos de um material. Por exemplo, a difusdo de calor, que
também ¢ chamada de condugdo térmica, ocorre quando ha diferenca de temperatura
entre dois pontos do mesmo material. Nesse caso, a propriedade sendo difundida é o
calor e o potencial é a temperatura. Outro exemplo ¢ a difusdo de cargas elétricas,
também chamada de condugéo elétrica, em um material, devido a diferenga de potencial
elétrico.
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Figura 3 — Perfis de pressao ao longo da linha de corrente em fungdo do namero de
Knudsen.

O transporte convectivo ocorre quando a grandeza sendo estudada, que ¢ uma
propriedade fisica do material, é transportada porque o material é transportado. Um
exemplo é uma folha boiando na superficie de um rio. A medida que a dgua do rio se
move, a folha ¢ transportada. Uma situacdo pouco mais complexa € o caso de uma gota
de tinta colocada na agua do rio. A gota se espalharia devido a difusdo e, a0 mesmo
tempo, seria levada com a correnteza, ou seja, por convecgao. Esses dois mecanismos
pressupdem a existéncia de um meio. No entanto, ¢ possivel haver, por exemplo,
transporte de energia sem a existéncia de um meio. O sol aquece a terra por meio de
ondas eletromagnéticas sem haver a necessidade de material entre os dois astros. Esse
tipo de transporte € o transporte radiativo.



Pode se notar nos exemplos acima que o transporte de grandezas fisicas esta
associado a variacdo da quantidade dessa grandeza, ou de seu potencial, com a posi¢do
e/ou com o tempo na regido do espaco sendo estudada. No caso do calor, € necessaria a
diferenca de temperatura entre dois pontos do mesmo corpo. No caso da gota de tinta, a
posicdo onde a concentracdo de tinta era visivel varia com o tempo, assim como a
propria concentragdo, pois a tinta estd se difundindo, diluindo-se na agua do rio. Essa
situacdo ¢é diferente da encontrada em outras areas da fisica; por exemplo, na
Termodinadmica Classica, utiliza-se a temperatura do corpo. Em FenOomenos de
Transporte, um corpo normalmente ndo estd a uma temperatura uniforme, mas existe
uma distribuicdo de temperatura dentro do mesmo. Em Mecanica dos Solidos, o corpo
tem uma velocidade — ou uma velocidade angular — que € valida para todo o corpo. Em
Mecanica dos Fluidos, uma das areas de Fenomenos de Transporte, a velocidade do
fluido, por exemplo, em uma tubulagdo, varia freqiientemente de dire¢do, sentido e
magnitude a medida que o fluido se movimenta. Para se levarem em conta essas
variagdes das grandezas fisicas, deve-se trabalhar com variaveis locais, e ndo globais.
Por isso, em Fendomenos de Transporte, utilizam-se com freqiiéncia as variaveis
intensivas.

Variaveis intensivas sdo varidveis que ndo dependem do tamanho do corpo.
Exemplos de variaveis intensivas sdo: a cor, a temperatura, as grandezas especificas,
tais como a massa especifica, o volume especifico, etc. Variaveis extensivas, por outro
lado, sdo grandezas que dependem do tamanho do corpo, tais como a massa, o volume,
a energia interna, etc. A tabela abaixo mostra algumas varidveis intensivas, suas
defini¢Ges e as variaveis extensivas correspondentes.

Tabela 1 — Exemplos de variaveis extensivas e intensivas.

Variavel Simbolo Variavel especifica
extensiva
Por unidade de massa Por unidade de volume
Massa m - 1 Massa especifica _ d_m
P=av
Volume \% Volume especifico = d_V - 1
T dm
Quantidade de Q =mb Velocidade Ui - dg .
movimento av _PY
Energia cinética E. - dE.  v? - dE. _ pv?
1 dm =~ 2 av - 2
=-mv

O processo difusivo em fluidos se deve a movimentacao continua dos atomos e
moléculas. Por exemplo, se em um recipiente com agua for colocada uma gota de tinta,
no instante inicial essa gota ocupara um volume bem definido, que é o da gota original.
A medida que o tempo for passando, como as moléculas de tinta estio em constante
movimento, elas vdo se deslocando desse volume e se espalhando pelo recipiente. O



espaco livre deixado por essas moléculas de tinta passa a ser ocupado por moléculas de
agua, que também estdo se movimentando.

Um processo semelhante ¢ a difusdo de calor em um soélido. No sélido, os
atomos possuem posi¢cdes médias bem definidas, e elas ficam vibrando em torno dessa
posigdo, chamada acima de 7,,. A distincia instantinea entre os dtomos se modifica
devido a essa vibra¢do. Quando isso ocorre, surgem forgas entre os atomos. Se um deles
estd vibrando com mais energia, ele transfere parte dessa energia para os atomos
vizinhos. Dessa forma, se uma barra de ferro ¢ aquecida em uma de suas extremidades,
estd se aumentando a energia de vibracdo dos atomos nesse local. Esse aumento do
movimento de vibragdo dos atomos dessa extremidade aumentara a vibragdo dos
vizinhos, e assim por diante. Ou seja, o aumento do movimento de vibragdo se espalhara
por toda a barra. Em outras palavras, toda a barra ficara aquecida, houve transferéncia
de calor da extremidade da barra para o restante da mesma.

Nestes dois, exemplos fica claro que, da mesma maneira que as moléculas de
tinta, no primeiro caso, podem ir num sentido ou noutro, no segundo caso, o processo de
transporte da vibragdo dos atomos em um solido ocorre em todas as dire¢des. Os atomos
de uma regido A cederdo energia para os atomos de uma regido B se os atomos de A
possuirem em média energia maior que os de B. O inverso também pode ocorrer: se os
atomos de B tiverem maior energia, cederdo parte da mesma para os de A. No caso da
tinta na agua, a situagdo ¢ semelhante. Se uma regifio A tiver mais moléculas de tinta do
que uma regido B, mais moléculas sairdo de A do que de B. Portanto, havera um
movimento liquido de moléculas de A para B. Pelo exposto, pode se inferir que, para
haver o transporte difusivo, é necessario que haja uma diferenga na quantidade da
grandeza de um local para outro. Quanto maior for essa diferenca, maior serd o
transporte da grandeza. Abaixo serdo mostrados trés exemplos importantes de como
calcular o transporte segundo a teoria do continuo.

Nos processos de transporte, os valores das grandezas intensivas podem variar
no tempo e no espago. Para estudar essa variacdo, podem se utilizar dois tipos de
abordagem: a euleriana e a lagrangeana. Na abordagem euleriana, estuda-se a variacao
de qualquer grandeza ¢ em um ponto fixo no espago. Portanto, a derivada temporal de

@ , nesse caso, ¢ dada por:

< gle.x.0.2)
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Na abordagem lagrangeana, segue-se uma porg¢ao do fluido no espaco, ou seja, obtém-
se a derivada temporal, acompanhando a por¢do do fluido em sua trajetoria. Utilizando
a regra da cadeia, essa derivada fica:
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A seguir, sera feita a derivacdo da equacdo geral de balanco, utilizando a
abordagem euleriana. Nessa abordagem, estudam-se as transformagdes que ocorrem em
um corpo ou fluido em uma regido fixa do espago chamada volume de controle (VC).



4.1 Derivacao das Equacdes de Balanco

Existem dois conceitos importantes para Fendmenos de Transporte: o de vazdo e o de
fluxo. Vazdo ¢ a quantidade de uma grandeza fisica que atravessa uma superficie por
unidade de tempo. Por exemplo, a vazdo de massa @, de gis saindo de um motor
foguete ¢ a massa de gis que passa pela saida do motor por unidade de tempo:

O, =Am/Ar . Neste texto, a vazdo sera sempre considerada uma grandeza positiva ou

nula. O fluxo é a vazdo por unidade de area perpendicular a dire¢do de transporte. No
exemplo acima, supondo um escoamento paralelo, o fluxo é dado pela vazdo dividida

pela drea A da secdo reta da saida do motor: J,, =0, /A . Uma maneira simples de se

n
entender como se calcula o fluxo de uma grandeza em uma superficie qualquer (ndo
perpendicular ao transporte) ¢ obtendo a vazio volumétrica 6Q de um fluido que escoa
através de uma superficie infinitesimal. Pela figura abaixo, verifica-se que o volume de
fluido que atravessa a superficie de area dS = &y €0V = 6H OS . Portanto:

SV =vAtcos@ &y =|v-i oS

AtSS =  SQ=vcosOaxdy=|v-n

Por outro lado, o fluxo de volume 8J ¢ a vazio dividida pela area da segdo reta
J=80/A:
D=JAdy=J&cosby = J=v

Figura 4 — Volume elementar de fluido atravessando uma superficie.

As expressdes para a vazdo e para o fluxo volumétrico de um fluido sugerem
que esse ultimo seja definido como um vetor

J=v = 0=|Jis

Quando o transporte ndo é convectivo, a forma de calcular J muda, mas a
relagdo com a vazdo O6Q , mostrada acima, continua valida. De uma maneira geral, o

oS.

fluxo € a vazdo de uma grandeza ® qualquer se relacionam como 0, = ‘J o1

Normalmente se representa o transporte difusivo de uma grandeza ® pelas
linhas que sdo tangentes em todos os seus pontos aos vetores fluxo difusivo da grandeza
@ . Note que essas linhas podem se aproximar ou se afastar, mas ndo podem se cruzar,
pois, no ponto de cruzamento, ndo se poderia definir uma dire¢do para a tangente. Se
ndo houver destrui¢do da grandeza @ e a situacdo for estacionaria a quantidade de @



ndo varia entre duas dessas linhas. Quando duas dessas linhas se aproximam, significa
que essa quantidade de @ esta passando através de uma area pequena, ou seja, o fluxo
aumentou. O inverso também ¢ verdadeiro. Quando duas dessas linhas se afastam, no
caso estacionario e sem consumo da grandeza sendo estudada, o fluxo diminui. Linhas
desse tipo também podem ser utilizadas para a visualizacdo do campo de velocidade do
fluido e, nesse caso, essas linhas sdo chamadas linhas de corrente.

4.2 Transporte Convectivo e Difusivo

Como visto anteriormente, o transporte convectivo ocorre devido ao movimento do
fluido. Viu-se acima que o volume de fluido que atravessa uma superficie por unidade
de tempo ¢ 5Q=\\7-ﬁ &S =6V /At. Em Fenomenos de Transporte, a utilizagdo de

grandezas intensivas simplifica o equacionamento. Para uma grandeza qualquer @
podem-se definir duas grandezas intensivas: @ por unidade de volume, ¢7 =d®/dV ,e
@ por unidade de massa, ¢=d®/dm. Por exemplo, se ® ¢ a massa de fluido, ¢ éa

massa especifica p=dn{dV e ¢=dm/dm=1. Introduzindo esses conceitos, obtém-se a
vazdo e o fluxo convectivos de @ :

S _ovdo

_O_ VAP _Gohs = T, =§6
e At At dV A » =9V
Ou, em termos de ¢ :
& OV dm dd . - -
== = V- ag f— J =
o =3 = s av am =PI 7 o = PPV

A superficie fechada S, de um volume de controle VC por onde escoa fluido,
como mostra a figura abaixo, pode ser dividida em duas superficies abertas: a parte por
onde o fluido entra no volume de controle S, e a superficie restante S . A vazéo total
de fluido entrando em VC ¢

0, =-[[v-ad’s
S,

O sinal ‘menos’ aparece porque, se o fluido estd entrando no VC, o sentido da
velocidade aponta para dentro do VC e a normal aponta para fora do VC por
convengao. Pelas equacdes acima, a vazdo de massa e a de uma grandeza ® qualquer
entrando no VC sdo dadas por:

O, =—[[p¥-7d’S ¢ 0y, =~[[ pp¥-7d’S
S, S,

Na superficie de saida S, tanto a velocidade V como o versor normal 72

apontam para fora. Portanto, a vazdo volumétrica, a vazdo de massa e a vazdo de uma
grandeza ® saindo do VC sdo dadas por:

0. =[[7-7d’Ss. Q,,=[[pv-id’S ¢ Q,, = [[pp7-Ad’S
5 S S
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Figura 5 — Superficies de entrada e saida par: (a) Transporte convectivo; (b) Transporte
difusivo.

<l

(2) (b)

O transporte difusivo ¢ mais simples de ser obtido. Como a dire¢do do fluxo difusivo,
em geral, ndo coincide com a direcdo do fluxo convectivo, é necessaria a divisdo da

superficie fechada S, em duas novas superficies abertas S. e S'. As vazdes devido ao
transporte difusivo sdo dadas por:

Ov. =—[[Jo-7d’S € Oy, =[]y -Ad’S
Se Y

4.3 Equacio Geral de Balango

A equacdo geral de balanco ¢ a pedra fundamental do estudo dos Fenomenos de
Transporte. Dado um VC, a equagdo de balanco fica:

A taxa de = Agquantidadede - A quantidadede + A quantidadede ® - A quantidade de
variagdo () D que fjaiddodVC que é criada no VC ;D qu; é
da quantidade de que entra no VC porumaade e . estruida
. tempo por unidade de tempo
qualquer por unidade de no VC por
grandeza ® no tempo unidade
ve de tempo

Em uma situagdo onde se pode ter escoamento de um fluido junto com difusao e
criagdo ou destrui¢do de @ , a equagdo do balango para um VC fixo no espago fica:

gﬂquﬁfh—Hpvﬁv-fzsz—”J@ Ad* S [[ppv-id>S{[ T, -id>S + [[[po, d*V
vc S, S, S, s, Ve

Os dois primeiros termos dessa equagdo sdo a quantidade de ® entrando no VC por
convecgdo e por difusdo. Os dois seguintes se referem a quantidade de ® saindo do

VC. O ultimo termo se refere a criagdo ou destrui¢do de @ . @, ¢é a taxa de criagdo ou
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destrui¢do da grandeza P por unidade de massa de fluido. Note-se que a maneira como
foi escrito o termo @ indica que a produgdo ou destruicdo dessa grandeza ocorre de
maneira distribuida no volume de controle. Esse termo ¢ positivo no caso de criagdo e
negativo no de destrui¢do. Lembrando que S,. =S US =S/ US essa equagdo se

torna o Teorema de Transporte de Reynolds na forma integral:

m (opl*V + ff ppv-id*S =—ffJ, -iid S+Ijjpw¢d 4

Sl( Sl(

s

Aplicando o teorema de Gauss da divergéncia ﬁ} A-hd’S :_m V.A4d’V , essa equagdo

([ [[f5-p o) =[[v-3, v+ [[[ o v

Como esse resultado ¢ valido para um volume arbitrario, ¢ valido também localmente:

M+V-(p

Py v ¢) =-V.J o T PO,

Essa ¢ a forma diferencial do teorema de transporte de Reynolds. A equagdo de balanco
acima ¢ chamada, por alguns autores, de forma conservativa do teorema de transporte
de Reynolds. Os problemas de fendmenos de transporte podem ser classificados em
estacionario, ou permanente, € ndo estacionario, ou transiente. O caso estacionario
ocorre quando as grandezas fisicas ndo dependem explicitamente do tempo. Por
exemplo, um fluido escoando pode ter velocidades diferentes em pontos diferentes do
escoamento, mas a velocidade do fluido é sempre a mesma em um ponto fixo do
espaco. No caso transiente, ocorre o contrario.

4.4 Fluxo difusivo

Para obter a equagdo de transporte para cada uma das grandezas fisicas, é necessario se
obter primeiro uma expressdo para o fluxo difusivo dessa grandeza. Por simplicidade,
sera visto inicialmente o fluxo difusivo de energia térmica, que ¢ normalmente referida
como condugdo de calor. Em seguida serd vista a difusdo de espécies quimicas e,
finalmente, a difusdo de quantidade de movimento, que ¢ a tensdo de cisalhamento.

4.4.1 Conducio de calor

Inicialmente, imagine uma barra homogénea de secio reta constante ¢ comprimento L,
como mostra a Figura abaixo. Imagine que uma extremidade da barra ¢ mantida a uma
temperatura 7', e outra extremidade, a uma temperatura 7', menor do que T, .
Suponha que o calor ndo possa ser trocado pela parede lateral da barra, ou seja, a barra
esteja isolada termicamente, exceto em suas extremidades. N&o existe processo que seja
fonte ou sumidouro de energia térmica. O calor transportado de A para B varia com a
diferenca de temperatura 7, =T, e, quanto maior for essa diferenga, maior serd a troca

de calor. Em primeira aproximagao, pode se dizer que o calor O trocado é proporcional
a diferenga de temperatura: Q <7, —7,. No entanto, o calor trocado ndo ¢ fungdo
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apenas dessa diferenca de temperatura. Se for escolhido um ponto cuja distincia até o
ponto A é metade da distancia de 4 até B, a diferenca de temperatura esperada ¢ cerca
de metade de 7, -7, mas a quantidade de calor passando pela barra continua a mesma,
nao depende dos pontos que forem escolhidos para seu célculo. A maneira de se obter
um valor que independa dos pontos escolhidos ¢ utilizando a taxa de variagdo da
temperatura, (Tq -T; )/ L, e ndo a diferenca de temperatura entre dois pontos.

Outra caracteristica da transferéncia de calor pode ser deduzida lembrando que
outra barra exatamente como essa com a mesma diferenga de temperatura transportaria
a mesma quantidade de calor. Portanto, as duas juntas transportariam o dobro de calor,
ou seja, dobrando a area S da secfio reta, dobra-se a quantidade de calor transportada.
Portanto, chega-se a conclusdo que o calor transportado deve ser dado por:

T -T
QS q S
© L

No entanto, sabe-se que certos materiais conduzem o calor melhor do que
outros. Existem materiais, como madeira ou plastico, que sdo maus condutores de calor,
que sdo isolantes térmicos. Outros, tais como os metais, sdo excelentes condutores de
calor. Ou seja, a quantidade de calor transportada depende do material, e essa
dependéncia aparece através do fator de proporcionalidade K . Esse fator depende do
material e é chamado de condutividade térmica:

T -T T,-T
Qngqifz_KSM
L Xp—X,

Muitas vezes ¢ interessante se trabalhar com o fluxo de calor, que ¢ dado por
q. :_K(TB _TA)/(XB _xA)'

Tq

Tm

T

Xm L X
] )
A B

Figura 6 — Distribuicdo de temperatura em uma barra homogénea.

O raciocinio acima sup0s que as propriedades da barra nio variavam ao longo da
mesma. Essa é uma hipotese que muitas vezes é feita na pratica, mas ¢ uma hipotese
aproximada. Na realidade, a condutividade térmica ¢ fun¢do da temperatura e a formula
acima ¢ rigorosamente vélida somente quando a distancia entre os pontos 4 ¢ B tende
a zero, ou seja, ¢, =—K dT/dx.
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No caso tridimensional, ter-se-ia transporte de calor nas direcdes x, } e z . No
entanto, deve se lembrar que existem materiais em que a quantidade de calor
transportado ¢ fungdo da dire¢do em que o transporte ocorre. Por exemplo, a madeira
conduz calor de maneira diferente ao longo das fibras e perpendicular as mesmas. Essa

anisotropia é expressa por valores diferentes da condutividade térmica, K, ¢ K,

nessas diregdes. Entretanto, muitos materiais de interesse pratico tém condutividade
térmica independente da dire¢do, ou seja, sdo isotropicos. Nesse caso:
dT dT dT

L =—K—; , =—K— . =-K—
dx dy dz

Essas expressdes fornecem as quantidades de calor por unidade de area para as trés
direcdes coordenadas. Entio, no caso geral, a magnitude, a dire¢do e o sentido do
transporte de calor podem ser representados pelo vetor ¢ :

A . . T. oT ~ oT »
G§=9.1+q,j+q.k=-K ii+i d
’ X 8y

k =—-KVT

Essa ¢ a lei de Fourier. Essa lei fornece o transporte de calor devido a condugéo térmica.
Existem outras formas de transporte de energia térmica além da descrita acima. Por
exemplo, a difusdo de espécies pode ser responsavel por uma parcela ndo desprezivel
desse transporte. Uma espécie quimica com moléculas complexas, em uma mistura em
um fluido, armazena energia interna ndo apenas com o movimento de translagdo
aleatorio de suas moléculas, mas também com a rotagdo e com a vibragdo dos atomos
nessa molécula. A troca de energia devido a choque entre moléculas ocorre mais
rapidamente para a translagdo do que para a rotagdo e vibragdo. Dessa forma, a difusdo
dessa espécie faz com que as moléculas transportem energia térmica de uma posi¢do
para outra dentro do fluido.

4.4.2 Difusao de espécies quimicas

Para se estudar a difusdo de espécies quimicas, € necessario definir algumas grandezas.
Em uma mistura com N espécies quimicas, a massa especifica da espécie “i” ¢ definida
como:

dm,
Py T P ar dVZ %

Ou seja, ¢ como ¢ definida a massa especifica, s6 que se considera apenas a massa da
‘G *99

espécie e ndo a massa de toda a mistura. A concentragdo dessa espécie ¢ o numero
de mols da espécie por unidade de volume:

N
’ dn[ _ 1 dﬂ pz — C:@:ZC sz
av M v M, dv ‘5 o M,

N
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Onde C ¢ a concentragdo total da mistura. E importante lembrar que o nimero de mols
¢ igual ao numero de moléculas dividido pelo nimero de Avogadro. A fracdo massica
Y, ¢ a fragdo da massa da mistura que corresponde a espécie “i”.

Para facilitar a compreensdo de como ocorre a difusdo de espécies, € interessante
imaginar um recipiente que contenha uma mistura de duas espécies 4 ¢ B, e onde ¢
mantido um gradiente de massa dessas espécies. De um lado, a massa especifica de 4 ¢
maior e, do outro, a de B é maior. Essa situagdo pode ocorrer se tivermos uma reagao
quimica em uma das paredes que transforme a espécie B em 4 e, na outra parede, uma
reacdo que faca o contrario. Como as moléculas se movem aleatoriamente, elas tendem
a sair de onde estdo e se deslocar para outras regides. Como tem mais moléculas de 4 no
primeiro lado, mais moléculas de 4 saem do primeiro lado e vao para o segundo do que
moléculas de 4 saem do segundo e vdo para o primeiro. O inverso ocorre com as
moléculas de B. Macroscopicamente, o que se observa ¢ a substancia 4 se deslocando
do primeiro para o segundo lado e B fazendo o caminho inverso.

Como este € um recipiente sem entrada ou saida para o fluido, a velocidade da
mistura € nula, mas cada espécie tem uma velocidade ndo nula. Como visto na Tabela
6.1, a velocidade ¢ a grandeza especifica associada a quantidade de movimento. A

quantidade de movimento da mistura dentro de um pequeno volume dV é:
dO=dmV =dm 3, +dm,yy, = pi=pi, +p,y, = v=0=Y7,+Y,,

Em um escoamento com varias espécies quimicas, ter-se-ia uma situacdo semelhante,
onde cada espécie quimica tem uma velocidade diferente. A velocidade da mistura é
calculada utilizando-se as fragdes massicas como peso. Para a abordagem utilizando a
hipotese do continuo, divide-se a velocidade das espécies quimicas em duas partes para

separar o transporte convectivo do transporte puramente difusivo: v, =v+V,. A
velocidade V', ¢ a velocidade relativa da espécie 4 em relagdo a mistura e ¢ conhecida

como a velocidade de difusdo. O fluxo difusivo da espécie A ¢ dado por: J L =pV,.0

fluxo difusivo aparece quando existe um gradiente de massa da espécie considerada. O
fluxo difusivo de uma espécie quimica deve ser calculado em relagdo a cada uma das

outras espécies quimicas. No entanto, se houver uma espécie predominante (¥=1), a
difusdo pode ser calculada apenas em relacdo a essa espécie sem muito erro. O fluxo
difusivo de espécies quimicas é dado pela lei de Fick:

J,=-pD,VY,

D, ¢ o coeficiente de difusdo e depende das espécies quimicas envolvidas no
transporte. Esse coeficiente ¢ geralmente obtido experimentalmente.

4.4.3 Tensao de cisalhamento

O fluxo difusivo da quantidade de movimento ¢ a tensdo de cisalhamento. Essa tensio
multiplicada escalarmente pela normal e pela area da superficie fornece a forca viscosa
atuando no fluido. A forca viscosa faz parte da experiéncia diaria de todos. Por
exemplo, se for colocado mel entre duas placas serda mais dificil deslizar uma em
relagdo a outra, do que se ndo houver mel ou houver outro fluido menos viscoso. Em
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outras palavras, quando as placas estio deslizando uma em relagdo a outra, aparece uma
forca que tende a parar o movimento de deslizamento, tende a fazer com que uma placa
tenha velocidade igual a da outra. Como no caso da transferéncia de calor e do
transporte de espécies, a forga viscosa ¢ a vazdo de quantidade de movimento indo de
uma placa para outra.

Foi visto que os transportes difusivos sdo obtidos através do gradiente de
grandezas fisicas. Como a forga viscosa aparece quando ha diferenga de velocidade no
fluido, o transporte da quantidade de movimento também depende do gradiente de
velocidade. O operador gradiente eleva a ordem do tensor considerado. Por exemplo, o
fluxo de calor ¢ um vetor e a temperatura, um escalar. Ao se fazer o gradiente da
velocidade para obter a tens@o de cisalhamento, obtém-se um tensor de segunda ordem
que pode ser representado por matriz com propriedades fisicas. Nem sempre quando
existe gradiente de velocidade existe forga viscosa. Quando um disco rigido gira sua
velocidade, varia ponto a ponto, mas ndo ha o deslizamento caracteristico da forca
viscosa. Portanto, deve se tirar do gradiente de velocidade a parte referente ao
movimento de corpo rigido. O vetor velocidade de um disco rigido girando com
velocidade angular @ ¢ dado por:

— wrsent -y
v=| wrcosf |[=| wx
0 0

S

Figura 7 — Disco rigido girando com velocidade angular w.

Seu gradiente é:

ov, Ov. Ov,
ox ay Oz 0 —w 0
e, v, av,
Vv = ay Ey a/ = O
X z
ov, Ov, Ov, 0 0 0
x oy o
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Por este exemplo, nota-se que o gradiente de velocidade de um disco rigido
girando é uma matriz antissimétrica. Portanto, para o calculo da tensdo de cisalhamento,
deve se utilizar a parte simétrica do gradiente de velocidade. A parte simétrica de uma
matriz ¢ a metade da soma da matriz com sua transposta.

Outro tipo de movimento que ndo se relaciona com o deslizamento ¢ a
compressdo ou expansdo de um fluido. Sera visto que a compressdo ou expansao de um
fluido ¢ dada pelo divergente de velocidade. O divergente de velocidade ¢ o traco do
gradiente de velocidade, portanto deve se retirar o trago do gradiente. Finalmente, no
caso de gases poliatomicos, existem processos entropicos durante a compressao ou
expansdo, devido a energia de translagdo das moléculas se transformar em energia de
rotacdlo e vibracdo. Esse processo faz surgir um termo extra na tensdo de cisalhamento,
devido a compressdo ou expansdo. A tensdo de cisalhamento fica:

7= —y[V\7+(V17)T]+(§,u—KjV-\7

O coeficiente de viscosidade dindmico £ ¢ o equivalente a condutividade térmica e a
difusividade; kK ¢€ o coeficiente de viscosidade volumétrica e existe apenas para gases
poliatémicos.

Existem outros tipos de transporte, mas uma analise mais detalhada foge do
escopo deste minicurso. A seguir, a equacdo geral do transporte serd aplicada ao
balanco de massa de quantidade de movimento, ao transporte de calor e ao transporte de
espécies.

4.5Equacio da Continuidade

A equagdo da continuidade é a equacgdo de balango para a massa. O balango de massa
tem trés peculiaridades, ¢ ¢é igual a 1, J » © @y sio nulos. J +» ¢ nulo, pois, como foi

visto anteriormente, a difusdo € o transporte da grandeza em relagdo ao movimento do
fluido como um todo. Se ndo existirem reagdes nucleares, na situagdo analisada, a

producdo ou destruicdo de massa @, ¢€ nula. Dessa forma, a equagdo da continuidade

se torna:
op - op . - Dp -
—+V- =0 = —+v-Vp+pV.-y=0 = —+pV-v=0
o (o) > p+p o P

A primeira forma, chamada euleriana, ¢ a ultima, lagrangeana, sdo as mais utilizadas. A
ultima equacdo mostra que o divergente da velocidade permite obter a taxa de
compressdo ou expansdo do fluido e é nulo para fluidos incompressiveis.

Ao se subtrair da equagdo do teorema de transporte de Reynolds a equagdo da
continuidade multiplicada por ¢, obtém-se a chamada forma ndo conservativa da
equacdo de balango:

D -

Dy ==-V.J, + po,

Dt
A equacdo da continuidade para volume de controle é obtida com a simples substituicdo
na equagdo de transporte na forma integral:
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Py ffpv-nd’s =0
148 at

S vc

4.6 Equacio de Balanco da Quantidade de Movimento

As derivagdes das equacdes de balango ndo precisam ser feitas necessariamente com o
auxilio do teorema de transporte de Reynolds. A equagdo de balango da quantidade de
movimento sera derivada utilizando a segunda lei de Newton e a formulagdo
lagrangeana. A quantidade de movimento ¢ de um sélido ¢ definida por ¢ =mv . No

entanto, em um fluido a velocidade pode variar ponto a ponto ¢
7= [ffa = [[fs i = [f 5 v

Como ® ¢ g, a grandeza especifica ;Z ¢ pv. A segunda lei de Newton diz
que dg / dt = z F,onde F sdo as forgas externas que atuam no fluido. Essas forcas

externas, em parte, podem ser devidas a campos elétricos ou magnéticos, no caso de
fluidos com balango de cargas ndo nulo ou multipolos elétricos ou magnéticos. Outra
possibilidade, que ¢ mais comum, é o escoamento na presenca de um campo
gravitacional. Nesse caso, F, = Hj p2d’v. As forgas mencionadas acima atuam no

fluido como um todo e por isso sdo chamadas for¢as de corpo. Outro tipo de forcas

externas sdo as forcas que atuam na superficie de um volume de fluido. Essas sdo as

forgas devido a pressdo, 13'1, = —ﬁpﬁsz, e a viscosidade do fluido, Fv = —ﬁ? -nd*S.
Sy S,

O sinal ‘menos’ que aparece na forca de pressdo € devido a essa forca comprimir o

fluido e o versor normal sempre apontar para fora.

Na formulagdo lagrangeana, seleciona-se uma por¢do de fluido e analisam-se os
fendmenos fisicos que ocorrem com o mesmo. Nesse caso,

Z[”jpﬁdﬁ/] = _ﬁpﬁdzs_ﬁ%'ﬁdzs"'nj.pgd}V
V() s, ¥ 2

como mostra a expressdo acima, conforme a por¢do de fluido se move, seu volume se
deforma; portanto, seu volume depende do tempo. Essa derivada pode ser separada em
duas partes, a primeira se refere a variacdo do integrando dentro do volume e a segunda
se refere a taxa de variacdo do volume de integracdo. Como a superficie do volume
considerado se move com a velocidade do fluido na superficie, a variagdo do volume ¢
dada pela integral de superficie da componente normal da velocidade:

5[ mgdav} [[[o7 v+ §§75-iaid’s
() V(1) Sy

Utilizando esse resultado na equagdo acima, obtém-se a forma integral da equacdo de
balango da quantidade de movimento:

[ oray+ffp
40! Sy

<!
<
>

dzs=—ﬁpﬁdZS—ﬁ?-ﬁd25+mpgd3V
V()

S, Sy
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Aplicando o teorema de Gauss e lembrando que o volume tomado ¢ arbitrario,
obtém-se a forma diferencial dessa equagdo de balango:

M_,.v.(

o p\7\7)=—Vp—V'z:'+p§

Manipulando essa equagdo com o auxilio da equacdo da continuidade, obtém-se
a forma ndo conservativa da equacdo de balango da quantidade de movimento:
Dv = ~
p—=-Vp-V-T+pg
Dt

No caso de fluido newtoniano, a equagao se torna:

p% = —Vp+V'{,u[V\7+(V\7)T]}— V[(i,u—l(jv-ﬁ]kpg

Considerando-se um fluido newtoniano incompressivel com coeficiente de
viscosidade dinamica constante ¢ viscosidade volumétrica nula, chega-se a:

Dv 2 -
—==-Vp+uV v+
pEt pPTH PE

Essa equagdo também ¢é conhecida como equagdo de Navier-Stokes. E
interessante lembrar que a derivada lagrangeana da velocidade € a aceleracdo da porcao
de fluido sendo analisada. Entdo, o lado esquerdo da equacg@o representa a resultante das
forgas, por unidade de volume, atuando em uma porgao de fluido.

Nem todas as solugdes estacionarias da equacao de transporte da quantidade de
movimento sdo estaveis, devido a ela ser ndo linear com respeito a velocidade. Em
escoamentos em alta velocidade o termo difusivo pode ser muito pequeno e nao
conseguir suavizar o campo de velocidades. Nesse caso o escoamento fica altamente
instavel e aparecem turbilhdes. Esse tipo de escoamento ¢ chamado de turbulento. Em
baixas velocidades, o campo de velocidades varia de maneira suave no tempo e no
espaco, € o escoamento ¢ dito laminar. O parametro que permite verificar se o
escoamento ¢ laminar ou turbulento é o numero de Reynolds, que ¢ dado por

R=wDlu, onde D ¢ um comprimento caracteristico do problema. O valor do

numero de Reynolds em que o escoamento se torna laminar ou turbulento depende da
geometria do problema. A area que estuda esses fendmenos € a turbuléncia, que é muito
extensa e foge do escopo deste minicurso.

4.7Equacao do Balanco da Energia

A energia total e, por unidade de massa de um fluido escoando ¢ dada pela soma da
energia interna u , da energia potencial ¢ e da energia cinética v’ / 2, ficando:

V2
€T :7+¢)+u

A energia de um corpo pode ser variada por trabalho realizado sobre o corpo e
por transferéncia de calor. A transferéncia de calor serd o transporte difusivo, portanto
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J,=§, e a taxa de trabalho realizado sobre o fluido serd considerada a fonte de
energia. Dois tipos de forga realizam trabalho no fluido: as for¢as de pressdo e as forgas

7.5)

viscosas. A equagdo de transporte para a energia total fica:
2 2
;{p(vz+<o+uﬂ+v.{pv(v2+¢+uﬂ =—v-cj—v.(pv)—v-(

Essa equagdo pode ser rearranjada na forma:
2
+uH+paa(f+¢(Z+¢V~(p\7)+p\7~V(p+V{p\7[v+uﬂ =

@xEq.Continuida de

2

e

El
VG-V (p7)-V-(F-7)
Se o potencial for o gravitacional, ¢ ndo depende do tempo e Vop=g.

Utilizando-se esse resultado acima, a equagdo de transporte para a energia fica:
VG-V (p3)-V-(F5)-pv-g

v +u||+V o v +
—| p| —+u | pV| —+u
a”\ 2 P 2
Para se obter apenas a equagdo de transporte da energia interna, subtrai-se da

0
equacdo acima a equagdo de balanco da quantidade de movimento multiplicada por v .

Com o auxilio das regras da analise vetorial, essa equacgao fica:
Y

0 - - R
(gtu)+v-(pvu):—V~q—pV~v—~r v
A equacdo da energia ¢ muitas vezes utilizada na forma néo conservativa:
D - N
" =-V.g-pV-v—7:VV

p— =
Dt
Na equacdo acima, véem-se trés modos de variar a energia de um fluido: através
da absorc¢do ou emissdo de calor, do trabalho reversivel de compressdo ou expansdo e
através da dissipacgdo viscosa, que tende a aumentar a energia interna do fluido.
Outra maneira de apresentar a equacdo da energia ¢ utilizando, ao invés da
energia interna, a entalpia por unidade de massa h=u+ p/ P. Com o auxilio da

equacdo da continuidade, chega-se a equacdo da energia em termos da entalpia:

Dh - =z o~ Dp
—=-V-g-7:VVv+—
P Dt 1 Dt
Pode se mostrar que a equagdo acima em termos da temperatura ¢ dada por:
Olnp| Dp

DT I
cp——=-V-q—17:VVv+
Y 1 oInT|, Dr



4.8 Equacio de Balan¢o das Espécies

[7%23]

Em uma mistura, cada espécie quimica, “i”, pode ter uma equagdo de transporte. A

[3X LI

grandeza especifica utilizada para estudar o transporte de massa da espécie “i” ¢ a
fragio massica da espécie, ¥, =dm,/dm. Como a massa da mistura é a soma das
massas de cada espécie, a soma das fracdes massicas € igual a 1, e esse fato elimina a
necessidade de se resolver uma das equagdes de transporte para Y. A equagdo de

transporte das espécies ¢ dada por:

DY, ,
L=_V.J +po,
th 1 p 1

O termo fonte nessa equacdo ¢ dado pelas reagdes quimicas que ocorrem na
mistura. p@ € a quantidade de massa da espécie “i” sendo produzida ou consumida por

unidade de massa da mistura. A soma de todos esses termos fonte ¢ nula, pois a massa
total de uma mistura ndo se altera durante uma reagdo quimica.

5. Modelagem numérica

As equagdes acima sdo de dificil solugdo, e somente em alguns casos pode se obter uma
solucdo analitica das equagdes completas. Para utilizar essas equagdes em problemas
praticos, existem dois caminhos possiveis. Um método ¢é através da simplificacdo das
equacdes, obtendo uma modelagem quase unidimensional, o outro é através da solucdo
numérica das equagdes. Até poucas décadas atras, essa segunda opg¢do nao era vidvel
devido aos poucos recursos computacionais disponiveis. Atualmente, os projetos de
engenharia e os estudos cientificos utilizam os dois tipos de abordagem, sendo que o
segundo, embora muito mais preciso, requer computadores e software de qualidade e
melhor treinamento de pessoal.

A modelagem numérica de fenomenos fisicos ¢ um meio-termo entre a teoria € a
experimentacdo. Ela possui caracteristicas de ambas. Como na teoria, podem-se estudar
situagdes impossiveis na pratica. E, como na experimentagdo, seus resultados sdo
particulares e obtidos, muitas vezes, apos varias tentativas. Qualquer modelagem,
numérica ou analitica, é feita admitindo-se uma série de hipdteses. Na modelagem
numérica, além das hipoteses de validade dos modelos fisicos, existem hipdteses
referentes as aproximagdes numeéricas que devem ser verificadas através da comparagao
com solucdes analiticas. Finalmente, as hipoteses do modelo fisico devem ser
verificadas através da comparag@o com resultados experimentais.

Na maioria dos métodos numéricos, as variaveis dependentes sdo calculadas em
pontos pré-determinados (n6s) ou em subdivisdes do dominio (células). O conjunto
desses nos, ou dessas células ou de ambos constitui a malha. As células podem ser
representadas por qualquer figura geométrica, desde que o conjunto das mesmas
preencha completamente o dominio. A primeira etapa da modelagem numérica é a
geracdo da malha. As malhas podem ser estruturadas ou ndo-estruturadas. Uma malha ¢
estruturada se os vértices das células que ndo estdo no contorno pertencerem ao mesmo
numero de células. As células sdo facilmente acessadas numa malha estruturada,
aumentando a velocidade do cddigo. No entanto, as malhas ndo-estruturadas sdo mais
adequadas para contornos complexos. A segunda etapa ¢ o método numérico
propriamente dito. A terceira etapa ¢ a apresentagdo dos resultados do modelo numa
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forma facil e informativa para a sua utilizacdo pelo usuario. Esse ¢ o campo da
visualizagdo cientifica. Podem ser utilizados cromogramas, curvas de nivel, campos
vetoriais, graficos tridimensionais, etc.

5.1 Alguns tipos de métodos numéricos

Existem varias maneiras de se obterem aproximac¢des numéricas das equagdes de
conservagdo. O objetivo destas aproximacgdes ¢ transformar um conjunto de equagdes
diferenciais ou integrais em um sistema de equagdes algébricas. Abaixo estdo listados
alguns tipos de métodos mais comuns:

e Método das Diferencas Finitas: Nessa classe de métodos, as equagdes
diferenciais sdo substituidas por equagbes de diferencas. As variaveis sdo
calculadas nos ndés da malha. Sdo adequados para malhas estruturadas,
principalmente com quadrildteros como células. E necessario verificar se as
aproximagoes numéricas continuam a ser validas quando sdo aplicadas a um
grupo de células.

e Método dos Elementos Finitos: Nesses métodos admite-se uma forma de
solucdo dentro da célula (por exemplo, funcdo linear). Exige-se um
relacionamento entre as fungdes de células vizinhas, tais como a continuidade das
fungdes e/ou continuidade de suas derivadas, e a melhor obediéncia possivel as
leis fisicas.

e Método dos Elementos de Contorno: Divide-se o contorno do dominio em
“elementos”. Adota-se uma forma de fungdo para esses elementos e exige-se um
relacionamento entre fun¢des de elementos vizinhos, como no método de
elementos finitos. A solugdo final no dominio é obtida por técnicas como a fungéo
de Green.

e Métodos Espectrais: Nesses métodos aplica-se uma transformada (por exemplo,
transformada de Fourier) a algumas das variaveis independentes e estuda-se o
problema no espago transformado.

e Método da Vorticidade: Nesse método, utiliza-se a equagdo da vorticidade, que
¢ obtida através do rotacional da equacdo de balango da quantidade de
movimento. A grande vantagem desse método € que, dessa maneira, elimina-se a

pressdo nessa equacao.

e Método dos Volumes Finitos: No método de Volumes Finitos, aplicam-se as
equacdes de balango a cada célula da malha. Se os fluxos forem calculados
corretamente nas faces das células, garante-se que as equacdes de balanco serdo
validas para qualquer grupo de células vizinhas. Esse ¢ o método numérico mais
proximo das leis fisicas.

5.2 Exemplo de Volumes Finitos

Ao invés de se introduzir a teoria de volumes finitos de maneira formal, sera descrito
um exemplo que apresenta muitas das caracteristicas do método. O problema a ser
estudado € o da transferéncia de calor unidimensional em uma barra com geragdo de
energia. Procura-se a solucdo estacionaria para este problema. A barra tem se¢do reta
constante e as paredes laterais sdo adiabaticas. A area da segdo reta ¢ conhecida e vale
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A. A temperatura no inicio da barra ¢ T, e no final é T, . Inicialmente se divide o

comprimento da barra em um conjunto adequado de células. Um niimero pequeno de
células introduzira erros grandes na aproxima¢do, enquanto um numero grande de
células aumenta o tempo computacional e os requerimentos de memoria do computador
a ser utilizado. Como mostra a figura abaixo, a célula é delimitada pelos pontos “w” e
“e”. Sua largura ¢ Ax. O centro da célula é o ponto P. A figura mostra os centros das
células vizinhas W e E. A distancia entre os pontos W e P ndo ¢ necessariamente igual a
distancia entre P e E, pois o tamanho das células pode variar.

AX

w w P e E

[ e——
Xy, OXe

Figura 8 — Célula unidimensional para o calculo da temperatura.

Como a barra ¢ sdlida, ndo ha transporte convectivo, €, como se estad no caso
estacionario, a derivada com respeito ao tempo ¢ nula. Utilizando a equacdo do
transporte de calor, obtém-se:

J A=J A+ [Sdx=0

Nesta expressdo foi utilizado o simbolo “S” para a fonte de energia térmica. Essa
equacdo se torna uma equagdo algébrica pela introdugdo da lei de Fourier e pela
utilizacdo de aproximacdes numéricas para as derivadas e a integral:

k9L g4l +[Sd=K, (7 _TP)—KW (7, _TW)+§Ax=O
dx dx x X

woow e w

e

O simbolo S representa o valor médio da geragdo de energia na célula. Esse
valor geralmente ¢ calculado utilizando-se os valores das variaveis no centro da célula.
A equacdo acima pode ser rearranjada na forma:

a,l,=a,T, +a,T,+b ou —a,T,+,T,—a,T,=b
Onde:
Ké’ K‘V
a, = a, =
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Dessa forma tem-se uma equagdo algébrica para cada célula, perfazendo um
sistema linear de equagdes algébricas. As incégnitas sido os diversos I, havendo um

para cada célula. Portanto, tem-se um sistema com o mesmo numero de equagdes e
incognitas. Esse sistema de equagdes pode ser escrito na forma matricial:

1 0 0 0 0Y T, T,
4y dp Tdp 0 0l T, b,
0 Ay, Ap —A4p 0 7, |=|b,
0 0 0 0 1 \T, T,

O termo fonte foi considerado na equagdo como independente da temperatura.
No entanto, ele pode depender da temperatura através de uma fungdo qualquer, como,
por exemplo, no caso da equacdo de Arrhenius. Para que a equacdo continue linear,
aproxima-se o termo fonte por uma fungdo linear da temperatura. No caso geral
tridimensional, a equagdo da célula fica:

a,T, :Zaannb+b com S =S, +8,T,

O subscrito “nb” se refere a cada uma das células vizinhas. O sistema linear
obtido tem caracteristicas muito peculiares. As equagdes algébricas obtidas envolvem
apenas os valores da temperatura nas células vizinhas. O conjunto dos pontos cujas
temperaturas fazem parte da equac@o constitui o stencil. O tamanho do stencil depende
do método escolhido. No caso unidimensional mostrado acima o stencil € de 3 pontos,
W, P e E. No caso tridimensional, é de 7 pontos, o ponto P e seus 6 vizinhos.

Ao se escrever o sistema linear como uma matriz de coeficientes multiplicada
pelo vetor solucdo igual ao vetor dos termos ndo homogéneos, somente os coeficientes
da temperatura na célula considerada e de suas vizinhas serdo ndo nulos. Por exemplo,
um problema tridimensional em que se divida o dominio em 20 células em cada diregdo
tera 8000 incognitas, no entanto somente aparecerdo 7 incognitas em cada equagdo, ou
seja, apenas 7 coeficientes ndo serdo nulos. Uma matriz em que a grande maioria dos
coeficientes sdo nulos € chamada de matriz esparsa. Normalmente ndo se armazenam na
memoria do computador todos os coeficientes da matriz, mas apenas aqueles relativos
ao stencil do método adotado. Existem varios métodos de solucdo de sistemas lineares
com matrizes esparsas ¢ 0 aumento de capacidade dos computadores deu novo impulso
ao desenvolvimento dos mesmos. Tantos métodos antigos, como o Gauss-Siedel, como
novos métodos de fatorizagdo [4], sdo amplamente utilizados na literatura.

Ao se utilizar um método iterativo para obter a solugdo das equagdes, a
convergéncia para a solu¢dio procurada ndo € assegurada. Existem alguns requerimentos
para as equag0es discretizadas que, ao serem satisfeitos, facilitam a convergéncia, sendo
os mais conhecidos:

* Consisténcia nas faces do volume de controle. Nos exemplos acima foram
utilizadas aproximagdes para a derivada que introduzem erro de primeira ou
segunda ordem. Pode-se imaginar que, para melhorar a aproximacdo da derivada,
poder-se-ia ajustar uma parabola entre 3 pontos e obter uma aproximacdo melhor
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com a derivada da equagdo resultante. Desse modo, quando se esta obtendo o
fluxo de calor em “e” para a célula centrada em P, seria utilizada a temperatura
nos pontos W, P e E. Para a célula centrada em E, seriam utilizados os pontos P, E
e EE. No entanto, como pode se verificar na figura abaixo, o calculo da derivada
em “e¢” forneceria valores diferentes, dependendo da célula considerada.
Fisicamente, isso significa que, no modelo numérico, o fluxo que sai de uma

célula ndo ¢é igual ao fluxo que entra na proxima. Isso é equivalente a uma
violagdo da lei da conservacdo da energia e, portanto, leva a um resultado erroneo.

T

W p e E EE

Figura 9 — Calculo dos fluxos na interface de duas células utilizando aproximagao

parabdlica.

Coeficientes positivos: a,7, :Zaannb+b. Os coeficientes positivos sdo
necessarios para que um aumento da temperatura em uma célula vizinha
signifique que a temperatura aumentara na célula considerada e vice-versa.

Linearizagdo do termo fonte com inclinagdo negativa: S =S.+S5.7,. Essa

condigdo esta relacionada com a condi¢do acima, mas sua violagdo causa
instabilidade no método de solucdo das equacdes, pois, se em uma iteragdo a
temperatura foi calculada acima do correto, o termo fonte aumentaria e, com isso,
0 erro seria maior na proxima iteragao.

Coeficiente central igual a ou maior do que a soma dos coeficientes dos vizinhos:
ap 2 Zanb . Essa ¢ uma condic@o que permite que os erros nos métodos iterativos

de solug¢do diminuam a cada iteragdo, convergindo, portanto, para a solugdo
desejada.

Outro ponto importante na utilizagdo de métodos numéricos se refere as

condigdes de contorno. Os trés tipos mais utilizados de condi¢do de contorno so:

Primeiro tipo, quando a temperatura ¢ conhecida no contorno;
Segundo tipo, quando o fluxo de calor é conhecido no contorno;

Terceiro tipo, quando o fluxo de calor ¢ funcdo linear da temperatura.
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Para condig¢des de contorno de primeiro tipo, costuma-se colocar o centro da
célula no contorno do dominio, ou seja, tem-se apenas “meia célula” dentro do dominio.
Para condigdes de contorno de segundo tipo, ¢ interessante colocar o lado da célula no
contorno. Essas duas situagdes sdo mostradas na Figura 10 abaixo.

Yol [
A \ R
Figura 10 — Tipos de células para condigcdo de contorno de 12 espécie (esquerda) e 22
espécie (direita).

A teoria mostrada acima ¢ suficiente para o estudo do transporte de grandezas
escalares tais como energia ou concentragdo de espécies. No entanto, o transporte da
quantidade de movimento ¢ mais complicado por causa do termo de pressdo. Por
exemplo, em escoamentos incompressiveis, ndo se tem uma equacdo de estado para
determinar a pressdo. Na maioria dos métodos, a pressdo ¢ determinada a partir da
equacdo da continuidade. O acoplamento pressdo-velocidade requer que cuidados extras
sejam tomados ao se desenvolver um método numérico. A analise deste problema foge
do escopo deste minicurso.

O tamanho das células deve ser algumas vezes menor do que o tamanho
caracteristico para a varia¢ao das grandezas fisicas. Nas regioes onde a derivada de uma
grandeza ¢ grande, a célula deve ser pequena, e, onde a variavel é aproximadamente
constante ou tem uma varia¢do linear, as células podem ser maiores. As malhas
cartesianas que foram utilizadas acima ndo sdo apropriadas para resolver problemas em
que ha uma grande variacdo do tamanho das células. Existem dois outros tipos de
malhas que sdo preferidos para problemas desse tipo: coordenada generalizadas, que se
adaptam aos contornos, e malhas ndo estruturadas. Um exemplo de coordenadas que se
adaptam ao contorno sdo as coordenadas cilindricas. As malhas ndo estruturadas sdo
malhas obtidas através da divisio do dominio em células que t€ém todas o mesmo
formato ou alguns formatos especiais. O tipo mais comum de malha nio estruturada é a
malha constituida de tridngulos, para problemas bidimensionais, e tetraedros, para
problemas tridimensionais, mas pode se ter, por exemplo, uma malha bidimensional
com triangulos e quadrilateros. A diferenca entre malhas estruturadas e nao estruturadas
¢ que a identificag@o das células na malha estruturada é feita por um numero de indices
igual a dimensdo do problema e, sabendo os indices de uma célula, sabem-se
automaticamente os indices das células vizinhas. A figura abaixo mostra um exemplo de
malha ndo estruturada.

A utilizag@o de malhas ndo estruturadas requer o armazenamento de informagdes
adicionais sobre as células. Além de saber quais sdo os vizinhos de cada célula, ¢
necessario armazenar outras informagdes, tais como area da célula, vetores normais aos
lados, tamanhos dos lados, etc. O acesso a esses dados na memoria deve ser também
estudado para se ter um programa eficiente, rapido e que utilize relativamente pouca
memoria. Os métodos que utilizam malhas ndo estruturadas devem ter maneiras
especiais de calcular o gradiente das grandezas fisicas nos contornos. Quando se tem
uma malha estruturada associada a um sistema de coordenadas ortogonal o produto do
gradiente pela normal se torna simplesmente a derivada parcial em relagdo a coordenada
perpendicular a face. No entanto, nas malhas ndo estruturadas a linha que liga os centros

26



das células ndo é, em geral, perpendicular a face, como mostra a Figura 6.11. Portanto,
com as malhas ndo estruturadas, devem ser calculadas as componentes do gradiente
para poder fazer o produto escalar com a normal & face.

Figura 11 — Exemplo de malha nao estruturada e a linha unindo o centro de duas células.

Apesar da complexidade em se fazer um programa que utilize malhas nao
estruturadas a melhor distribuicdo de células nos volumes justifica seu uso. Grande
parte dos programas comerciais utiliza este tipo de malha, pois em varias situagdes o
tempo computacional e a precisdo dos calculos ddo melhores.

5.3 Exemplo de aplicacio do método de volumes finitos

Como exemplo de aplicagdo do método de volumes finitos, serdo mostrados os
resultados da modelagem de um reator de deposi¢do quimica por filamento quente
(HFCVD) para produgéo de filmes de diamantes [7]. Os filmes de diamantes permitem
proteger componentes opticos em satélites. O reator HFCVD consiste de um filamento
aquecido a 2600 K colocado em um recipiente com vacuo da ordem de 70 mm Hg. O
gas no reator ¢ uma mistura de 96% de hidrogénio e 4% de metano. Proximo ao
filamento fica o suporte com a pega que serd recoberta com o filme, como mostra a
Figura 12. O filamento no reator analisado ¢ de tungsténio.

Inicialmente, a peca a ser recoberta com o filme de diamante recebe uma leve
camada de pé de diamante. Esse po sdo as sementes dos cristais de diamante que
crescerdo na pega. O filamento de tungsténio passa por um processo de carbonetizagio
antes de o reator comegar a produzir o filme de diamante. O processo de crescimento
dos cristais ¢ quimico. A molécula de hidrogénio ¢ quebrada em atomos no filamento ou
na regido proxima a ele e se difunde pelo reator. Os atomos de hidrogénio reagem com
as moléculas de metano, produzindo o radical CHj. Esse radical se une aos cristais ja
existentes, aumentando seu tamanho. O hidrogénio atdmico ¢ responsavel por reagir
com os atomos de CHj levados para o cristal, removendo-os e permitindo nova
deposicao.

O processo de crescimento de filmes de diamante usando o reator HFCVD ¢
eficiente, mas o consumo de energia ¢ elevado. A otimizagdo das dimensdes
caracteristicas e das condi¢des de funcionamento é importante para baratear a utilizacdo
desta tecnologia e tornar sua utilizagdo mais comum. Cada teste com o reator demora
dias para ser executado, o que torna a investigacdo puramente experimental inviavel
economicamente. A otimizagdo desses reatores esta sendo feita no INPE unindo
resultados experimentais com modelagens numéricas e calculos analiticos.
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Figura 12 — Foto e desenho esquematico do reator de crescimento de diamantes por
HFCVD.

parede reator

Dos T
om

Filamento

|
[

| & 7 Substrato

Lo T oo B - B
o

o e

parede reator

Figura 13 — Esquema do reator para a geragdao da malha e a malha gerada pelo programa
easymesh.



Para estudar a transferéncia de calor no reator, foi utilizada uma malha ndo
estruturada gerada pelo programa easymesh versdo 4.1. Esse programa fornece ndo
apenas as coordenadas dos vértices dos tridngulos, mas também a posi¢do do
circuncentro dos mesmos. A modelagem foi feita calculando-se a temperatura no
circuncentro dos triangulos. O circuncentro € o ponto de encontro das mediatrizes dos
lados de um tridngulo. Portanto, a reta que passa pelos circuncentros de dois triangulos
vizinhos em uma malha ¢ perpendicular ao lado do tridngulo. Dessa maneira, é possivel
utilizar malhas ndo estruturadas e calcular difusdo de grandezas escalares da mesma
maneira que em malhas estruturadas.

A Figura 14 abaixo mostra as isolinhas de temperatura no reator obtidas com a
malha ndo estruturada. O calculo mostra que a variagdo de temperatura ¢ fortemente
influenciada pela presenca do substrato. A distribuicdo de temperatura permite se
entender o modo como o calor se difunde no reator e como minimizar perdas. A
melhora do processo também implica em se aumentar a produgdo de hidrogénio atémico
no filamento. A taxa de formacdo do hidrogénio atdmico ¢ dependente do material, do
estado e da temperatura do filamento.
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Figura 14 — Perfil de temperatura para malha nao estruturada préximo ao filamento e
substrato.
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