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Resumo. Estas sdo as notas do Mini-Curso apresentado durante o IV Encontro de
Modelagem Computacional em Nova Friburgo (RJ), promovido pelo IPRJ-UERJ. O Mini-
Curso apresenta uma introducdo sucinta aos problemas inversos. Primeiramente, conceito
e classficacBo de problemas inversos sdo descritos, para entdo serem comentadas
algumas técnicas “ classicas’ de solucdo — a énfase do Mini-Curso estara centrada na
técnica de regularizacdo, onde varios exemplos sdo apresentados e discutidos. Contudo, a
parte final do Mini-Curso esta voltada a técnicas novas de solucéo de problemas inversos.
Duas dessas técnicas serdo analisadas. redes neurais e algoritmos genéticos. Estas duas
técnicas serdo testadas em problema inverso de conducgéo de calor.

Palavraschave: Problemas inversos, Solugbes regularizadas, Redes neurais, Algoritmos
genéticos.

1. INTRODUGCAO

A patir de ceto estdgio do desenvolvimento da sociedade humana, o0 conhecimento
tornou-se cada vez mais compartimentado, primeiramente a ciéncia € separada em grandes
&ess culturas, biomédicas e exatas. Edas por sua vez se subdividem em dois grandes
grupos. ciéncias badcas e golicadas, para se subdividirem mas anda Por exemplo, nas
&eas de ciéncias exatas temse a matemética, a fldca e a quimica como exemplos de
ciéncias bésicas e as engenharias, geociéncias e astronomia podem ser encaradas como
aess de aplicacdo dedtas ciéncias. Todavia, cada uma destas ciéncias, sgam béscas e€ou
gplicadas, também podem ser subdividides em pura e tecnoldgica, tedrica e experimentd.
O conhecimento humano € hoje um grande mosaico de epecididades. H4 porém, &ess de
estudo que reguerem conhecimento de véias epecididades S0 as aess (ciéncias)
multidisciplinares. Problemas inversos (Pls) sto exemplos de area multidisciplinar.

A digincdo entre o que sga um problema direto ou inverso para um dado fendmeno,
etd ligada a nossa cultura, isto é tratase do que se interpreta como causa e efeitol E
aribuido a Oeg Mikalivitch Alifanov  (www.meuaeduinverssiwhatishtml), proeminente
pesquisador russo na aea de problemas inversos, a dirmacdo “a solugdo de um problema
inverso consiste em determinar causas baseado na observacdo dos seus efeitos”. Do ponto




de vida praico, convenciona- chamar problema direio agude em que o0 edtudo
antecedeuse higoricamente. Td ambiglidade (direto/inverso), pode ser exemplificada do
seguinte modo, s2 0 moddo matematico é expresso por A(u) = f o moddo inverso pode ser
representado por: AY(f) = u. Por outro lado, definindo-se B © A, o par problema direto-
inversotoma-se B(f)=u b B(u)=f!

Como s percebe, a propria definicdo de Pl pode gpresentar controvérdas. Entretanto,
neste trabaho, a observacéo de Oleg M. Alifanov é a base para a conceituacdo de Pls. Uma
definicdo, bem como dassficagbes de Pls é agoresentada na proxima secdo. Algumas
técnicas de solugdo de problemas inversos sSo  gpresentadas.  Estes méodos S0
exemplificados em  dgumas gplicagbes  geofisca, meteorologia,  oceanogrefia e
trandferéncia de cdor. As Ultimas secles deste texto estéo voltadas a duas técnicas novas
redes neurais e dgoritmo genético.

Edas notas estdo fortemente baseadas no Curso de Problemas Inversos, disdplina
reguar do Curso de Pds-graduacdo em Computacdo Aplicada (CAP) do Ingituto Naciond
de Pesquisas Espaciais (INPE) (http://www.lac.inpebr/cap/) - minisrada peo Dr. Fernando
M. Ramos e na experiéncia do autor na &ea Pate deste curso esta sendo disponibilizado
na internet, graces a0 trabaho voluntaio de Elcio H. Shiguemori. A segdb de novas
metodologias foi preparada a patir de materid daborado por Elcio H. Shiguemori (redes
neurais) e Leonardo D. Chiwiacowsky (dgoritmos genéticos), ambos dunos da CAP-INPE
(mestrado e doutorado, respectivamente) redizando pesquisss na &ea de problemas
inversos.

Durante 0s anos de pesquisa na &ea, muitos colegas do INPE e de outras indtituigdes
estd0 asociados a0 noso trabadho: Atar Rios Neto, Ezza S. Chdhoub, Fernando Manud
Ramos, Jos2 Demiso S. da Slva Nandamudi L. Vijaykumar, Neson J. Fereira, Stephen
Sephany, Domenico Anfosd, Gervaso A. Degrazia Jlio Cezar R. Clagyssen, Marco
Tuio Vilhena, Pedro P. B. de Olivera, bem como esudantes de pds-graduacdo (atuais ou
ja formados) que trabdham (ou trabadharam) sob minha supervisdo ou junto a0 grupo de
problemas inversos do INPE: Alexandre G. Nowosad, Débora R. Roberti, Eldo H.
Shiguemori, Fabricio P. Harter, Jodo C. Cavaho, Leonardo D. Chiwiacowsky, Marcdo R.
de Moraes, Maiio R. Retamoso, Wagner B. Muniz. A todos meu especid agradecimento.
Dexo dao, entretanto, que somente a0 autor deve s creditado quaisquer eros ou
imperfeigdes no texto.

Por dltimo, quero agradecer ap convite do Indituto Politécnico da Universdade do
Edado do Rio de Janero paa minigrar este Mini-Curso, em paticular ab amigo Prof.
Anténio José da Silva Neto, exemplo de dedicacéo e competéncia

2. PROBLEMASINVERSOS: CONCEITOSBASICOS

E ceditado a0 adrofisco georgiano  Viktor  Amazaspovich  Ambartsumian
(http:/Amwwwv.phys-astro.sonomaedu/BruceM edd i Ambartsumiary) COmo agude  que
cunhou a expressio problema inverso (Pl). Uma definicdo bagtante dbrangente, porém, €
goresentada no livio de Engl et d. (1996): “Resolver um problema inverso € determinar
causas desconhecidas a partir de efeitos desgjados ou observados’. Note-se que aarea de
projeto &timo ou projeto inverso (inverse design) também et incluida nesta definicdo. Em
gerd, as obsarvagbes o imprecisas (dados contaminados com  ruidos ou  eros




experimentas) e incompletas. Diferentemente, problemas diretos requerem  um
conhecimento compl eto e preciso das causas para a determinaggo dos efeitos.

Figura 1 abaxo modra de mandra pictdrica a rdacdo entre problema direto e
inverso. Causas, num moddo maemaico, sfo as condigdes inidas e de contorno, termo
de fontessumidouro e propriedades do sdema (maerid). Efeitos sdo as propriedades
cdculadas a patir de um moddo direto, como 0 campo de temperatura, concentracéo de
particulas, corrente eétrica, etc.

s

A
causas efetos
M © espaco de pardmetros ou modelos A ° moodo direto
D © espaco de dados ou observagdes Ao moddoinverso

Figura 1. Representacéo esquemética de problemeas direto e inverso.

Alids, o tipo de “causd’ a ser determinada, pode ser usada para dassificar Pls. Contudo,
outras classficagies sfo possivels.
1 Quanto a natureza matemética do méodo: Explicito (inversdo direta)
Implicito
2. Quanto a natureza estatisticado méodo; Determinista
Estocadtico

Condicéo de contorno
Termo de fonte/sumidouro
Propriedades do sstema
4. Quanto a natureza da solucdo(Beck): Estimacéo de parametros
Estimacéo de funcéo
5. SlvaNeo/MouraNeto: Tipo-1 (PD-f e PI-f)
Tipo-2(PD-8 e PI-f)
Tipo-3 (PD-8 ePI-8)

Notase que a classficacdo dos itens 1 e 2 etéo ligadas aos méodos de solucéo do P,
a do item 3, como ja fdado, tipifica 0 problema inverso pda causa a ser determinada. A
classficacdo do item 4 fo formulada pelo Prof. J. V. Beck, a0 que parece o autor desta



classficacéo tinha em mente como egtimativa de funcdo a nocéo de funcdo continua, desta
forma a determinacdo de coeficientes ¢ da expansdo de uma fungdo f(X) = Sk ¢k fX)
caracterizar-se-ia como estimacao de parametros e ndo estimacao de fungéo.

A dassficacdo do modrada no item 5 foi proposta recentemente (1999) e esta baseada
na dmensio do moddo do fendmeno fisco (problema direto — PD) e na dimensio da
quantidade a ser edimada (problema inverso — Pl) e finita (f) ou infinita (¥). Problemas
inversos do tipo recondrucdo de imagens sfo exemplos de P do Tipo-1, edtimacdo de
parametros podem s cdlassficados como do Tipo-2 ou Tipo-3, enquanto que estimacéo de
funcdo continua é sempre um problema do Tipo-3.

Matemaicamente problemas inversos petencem a dasse de problemas ma-postos. No
inicio deste século 0 matemdico francés Jacques Hadamard definiu um problema bem-
posto como sendo agquele cumpre as trés condigdes abaixo:

0] Exige s0lugéo;
(i) A solugép éunicy
(i) A solugdo tem uma dependéncia continua (suave) com os dados de entrada.

Assm, o problema é dito md-poso s dguma das condighes acima ndo é satideita
Problemas discretos e finitos sfo chamados ma condicionados, e a condigdo (i) ndo s
cumpre. Em gerd, nenhuma das condigdes de Hadamard é satisfeita num problema inverso!

Exemplos smples podem s usados para iludrar os concatos acima Por exemplo,
considere a solugso da equagio do 1° grau:

2x- 4=0 @
0 problema (direto) dgébrico acimatem solugéo Unica: x=2. O problema dgébrico inverso
ax+b=0 @

com x=2, ndo goresenta solucdo Unica O problema de edtabilidade é exemplificado por
umaequacdo ageébricado 2° grau:

ax? - 2x+1=0 3

que para a=1, possui as seguintes solugbes X3 = X = 1. Introduzindo um erro de 1% no
coeficiente a, id0 € a = 1,01 — a lucdo da Eq. (3) torna-se x32 = 1+ 01, sendo i a
unidade dos nimeros imaginaios. Ou sga, 1% de ruido em a, Eq. (3) ndo tem mais solucéo
no campo dos nimeros reald

Mesmo sendo uma &ea em franco desenvolvimento, Pls é um capitulo relativamente
recente na ciéncia Ha legitimos Pls que ndo eram reconhecidos com td. Contudo, exisgem
vaias outras aess da ciéncia que etdo corrdlacionadas com esta nova aea, Sga pea
naureza do objetivo de estudo, sga peo ponto de vista meodoldgico. A liga a seguir
gpresenta as &reas correlatas aos Pls

Identificacéo de Sitemeas,
Controle Otimo em Sistemas Estocasticos,



Algebra Linear Computaciona em Problemas de Posto Incompleto;
Recongtrucéo de Imagens;

Teoriade FHitragem;

Assmilac&o/Iniciacio de Dados,

Teoriada Edimacéo.

Porque Pls emergiram como uma nova &ea da cdénda? Devido a sua importancia
cientifica, econdmica, socid e mesmo politica

Por exemplo, ondas de som condituem-s2 um dos resultados mas dgnificaivos a
patir de mapas da radiacdo cosmica de fundo em microondas (Hu, 2000), ou RCFM, sendo
uma previsso de moddos de indabilidade gravitaciond da teoria da rddividade gerd.
Magpa de RCFM é um moddo maemédico, onde o padrdo de flutuagbes de temperatura é
dado por uma expansio em harmodnicos eféricos. Outro exemplo, 0 telescopio espacid
Hubble levou cerca de 10 anos para ser condruido e custou cerca de US$ 10 hilhGes, depois
de sau lancamento notou-= que as imagens produzidess ndo tinham a nitidez desgada
(projetada). O problema apresentado na fabricacdo das lentes do tdescdpio tem ddo
solucionado por software (métodos mateméticos de Pls — var Hanisch e White, 1993).
Centenas de exemplos podem s citados paa findizar lembramos a revolugdo na
medicna - e na sociedade, desde a introducdo da tomografia computadorizads, um cléssico
problemainverso.

3. METODOS DE SOLUGCAO DE PROBLEMASINVERSOS

Tdvez a pate centrd do curso sga a descricdo de métodos de solugéo de Pls. Embora
as propriedades maemdicas sdam reevaites na exposicdo e desenvolvimento da
metodologia, optourse por uma goresentacdo sem muitos detalhes matemédticos, onde as
técnicas sfo gplicadas e, egperase, compreendidas com 0s exemplos do texto. Uma lida,
néo exaudtiva, de métodos de solucdo de Pls segue

Inversdo diretg;

Decomposicéo em vaores Sngulares,

Minimos quadrados e variantes (minimos quadrados ponderados);

Métodos de regularizacéo;

Méodos variacionas,

Outros (malificacdo, métodos bayesianos, filtros digitais, redes neurais, €tc).

Méodos explicitos, ou inverso direla, ndo sBo méodos gerals e em gerd, exige mais
um interesse académico do que um esguema metodologico gerd a s seguido. Para
exemplificar e para apresentar um problema que serd usado para testar novas técnicas, sga
0 problema inverso de identificacdo da condicZo inicid em conducéo do cdor:

T, =aT

XX

; em t>0, xI (O,L); T(x0)=f(x), T, (0t)=T,(L,t)=0 &)

cujasolucéo exata do problemadireto €



T(xt)—gebtx(b OX(b x) f (x")dx' , ©)
e N(b,) & ™
onde X(bmX) € N(by) Sfo autofuncio e norma caracterigicas do problema (Osizik, 1980;
Muniz et d, 1999). A solugéo exaa do problema inverso para um pefil de temperaiura T(X)
medidanumtempo t=t &

f()= & e Mox(b X)T(Xt)dX . ©
m=0 (b ) 0

Pode-se mostrar (Muniz e d., 1999) que a 0lucdo (6) define o PI como um problema md
posto, pais violaa 3* condicio de Hadamard.

Outro problema resolvido explicitamente é a solucdo de Burgraff para identificacdo
de fluxo superficid em problemas de conducéo de cdor (ver Beck e d., 1985, pagina 67).
H& anda outros exemplos, porém, 0 caso mas importante € o de problemas lineares de
dimensdo finita. Neste caso destaca-se 0 método da decomposicéo de vaores singulares.

2.2 Decomposicao de Valores Singulares

Congderando o modelo linear discreto expresso por d=Gm, onde d = [d; d, .. dD]T
€ 0 vetor de dados ou obsarvagbes, m=[m np ... rrM]T € 0 vetor de par@metros a ser
determinado e

€dy - g U
G=gi : ﬂ é mariz D'M. @
éng gDMé

Se D=M a solugéo forma é dada pea inversio direla m=G'd. Na prética porém a matriz
G é freqlentemente quase-angular ou mesmo sngular e o procedimento € ingolicive. Para
avdir como uma mariz mad condiconada por degenera a olugdo do Pl, usase a
decomposcéo de G em vaores singulares @ngular value decomposition - SVD) (Press et
d, 1992, pagina 52; ver também nainternet: http:/Amww.nr.conv)

G= U [diag(w)] V' = UWVT ®
onde U e V s matrizes quadradas ortogonais, iso &€ U'U = Iy p e V'V = Im M. AS
colunas de U sfo autovetores de GG' e as colunas V B0 autovetores de G'G.  Os w? sfo

autovaores ordenados (w; 3 w, 3 ---3 w,, ) damdriz G'G.A inversadamatriz G é

= V[dag(w ] U" . ©

Se G € mariz ndo sngular. Se G é matriz quase-sngular W,y »W .o » ---»Wy » 0
posto(G) = r (nulo(G) = M-r). Erros experimentas em d (erros de arredondamento, €tc)
srédo enormemente amplificados e contaminard a solugdo inversal A andise pode ser



repetida para problemas indeterminados (M>D). A indeterminacdo neste caso gparecera de
forma explicita na decomposicéo de G:

iaglw; )

G=Uga
& 0

0
v’ (10)
u

implicando que ainversanéo existe.

Minimos Quadrados (M<D). Se a mariz G é sngua ou quase-dngula, uma
abordagem naturd (mas néo Unica € nem sempre a mas correta) € determinar a solugéo do
sstema Gm = d pelo méodo dos minimaos quadrados.

mp mnjd-cmf? 0 m=G"G)'6"d=G"d )

a s0lucdo geomérica do problema de otimizagcdo é dado pela solugdo dgébrica com a guda
da inversa generdizada de Moore-Penrose G, no qua posto(G) = M. Antes de prosseguir,
€ importante destacar dgumas observages relevantes.

1 Senulo(G)=0, entdp M existe e é Unica para sistemas lineares.

2. Se 0s aros associados as medidas experimentais d forem  independentes, aditivos e
gaussanos M corresponde a0 edimador de méxima verossmilhanga, resumindo:
Méxima Verossmilhanga + Hipdtese Gaussiana = Minimos Quadradod

3. Minimos Quadrados Ponderados. E somente uma generdizacio da fungdo cusio
J(m) expressanaEq. (11):

mIDrde-GmM ou, J(m)=(d- Gm)"W(d- Gm) 12
ondea matriz W € matriz amétrica pogtiva definida como dimenséo D™ D.

4. Doisimportantes casos de problemas lineares finitos s2o:
- Problemas indeterminedos (D>M): solucdo € dada pda norma minima de
minimos quadrados (minimum norm least square): Min. Quad. + min(m™m).
- Problemas  md-condidonedos: ESe ca0 € mas  dmples s
Wiy »Wigo »--»Wy »0 a lucéo é obtida fixando-se

w4 =...=w;,' =0; eainversagenerdizada seré dada por:

m:G+d:vgmng) UTd

y 13
g of (13)



2.3 Méodosde Regularizacao

Vimos que no caxn paticular de Sstemas lineares indeterminados O<M) a solucéo
proposta gpresenta um termo adicdond: m'm - a norma L, do vetor de parAmetros Isto
pode sx genadizado. paa rexolver problemas mapostos € necessaio  fornecer
informacdo adicond! Na década de 60 véios pexquisadores também notaram edte fato.
Nomes como VK. Ivanov (1962), D.L. Phillips (1962) e S. Twomey (1963) merecem
destaque, mas foi com o trabdho de Andre Nikolaevich Tikhonov em 1963, o inico de
uma formulacdo gerd para problemas ma-postos, chamada regularizacdo ou método de
regularizacdo. O Prof. Tikhonov foi um maerdico proeminente e trabdhou no
pregtigioso Indituto de Mateméica Steklov da Academia Russa de Ciéncias (mateméticos
como AN. Krylov, D.K. Faddeev, L.S. Pontryagin, SL. Sobolev, A.N. Kolmogorov, A.A.
Makov, formam uma pequena liga de importantes dentisas do mesmo Indituto), tendo
trabalhos importantes em  topologia, andise fundond, maemdica computeciond e fisca
matemética

O méodo da regularizacdo condge na delerminacéo da solugdo goroximada mas
suave compativel com os dados de observacdo, paa certo nive de ruido. A busca da
solucdo mas suave (regular) é uma informacdo adiciond, que trandforma o problema ma-
posto num problema bem-posto (ver Figura 2).

Problema Informagdo Problema
mal-posto + apriori |::> bem-posto

1)

Redlidade
fisica

Figura 2: Idéiabasca do méodo daregularizacéo.

Na implementacdo matemética do méodo o P é formulado como um problema de
otimizaggo com restrigdes:

rmTHA(u) fdui sujeito a O[u]£r (1)

onde A(U)=f? representa 0 modelo direto e Wu] é o operador de regularizacgo (Tikhonov e
Arsenin, 1977). A técnica dos multiplicadores de Lagrange permite colocar na mesma
funcdo cudo os objetivos de fiddidede dos pardmetros com o moddo direto e a de
regul aridade (suavidade) exigida da quantidade desconhecida:

minf ) £} +ajwiul | o9

ul U



onde a € o paamero de regulaizacdo. Note que paa a ® 0 o temo de fiddidade dos
dados na funcdo objetivo é superetimado, enquanto que para a ® ¥ toda a informacdo
contida no moddo mateméico é perdida

Vé&ios tipos de operadores de regulaizacdo foram Sdo investigados desde o
trabdho dos pioneiros na aea Aqui somente seréo comentadas duss classes destes
operadores de regularizacéo.

Regularizacdo de Tikhonov: 0 operador € expresso por:

Whl= 5 mu®; (19

onde u® denota a k-ésma derivada (diferencd) e m>0. Em ged m=d; (ddta de
Kronecker) e 0 operador torna-se

Wiul=[u®[;.

e a técnica € chamada de regularizacdo de Tikhonov de ordemy. O efeito da regularizacdo
de Tikhonov-0 é reduzir oscilagbes na funcdo u (busca por fungbes suaves). Ja na
regularizacio de 12 ordemtornau® » 0 b u é aproximadamente constante.

Regularizagdo pelo Principio da Maxima Entropia: De manera smilar & técnica
de Tikhonov, o mé&odo da mé&ima entropia busca regulaidade globd, produzindo as
recongtrucdes as mal's suaves com os dados disponivess.

O principio da méxima entropia foi proposto por Jaynes (1957) como um critério
gerd de inferéncia, baseado na teoria matemdica da informaecdo de Shannon (Shanon e
Weaver, 1949). A figura 3 modra diferentes probabilidades num fenbmeno em que 8
estados B0 possivels, a condicdo de maxima entropia ocorre quando todos 0s estados S0
igudmente provavels, Figura 3a enquanto que o estado de minima entropia € ilusrado na
Fgura 3b: todos os edados tem probabilidade nula de ocorrer, com excegdo um Unico
estado.

Da mesma forma que a regularizacéo de Tikhonov, pode ser estabelecida operadores
de entropia de varias ordens. Uma expressao genérica para regularizacéo entrépica &

N N
Su) =a s,log(s,), com s, = rq(")/é rd; (17)
g=1 g=1

vdida paa 0 cax0 discreto. Neste contexto as diferentes ordens do operador sfo (Campos
Velho e Ramos, 1997; Ramos et d., 2000, Campos Veho e d., 2000):



Tu para k =0
gor - Ug F(Upg = Uy )+V para k =1 (18)
g+l 2uq +uq-1 + 2( max m|n)+V para k=1

onde r,¥ representa a k-ésima difererca (derivada) da quantidede a ser etimada. A fungéo
de entropia ainge seu vaor maximo Smax= log(Ng) quando a funcdo de densdade de
probebilidede € uniforme e tem sau vdor minmo Sy,in=0 se os vaores de ry ediverem
distribuidos por uma ddta de Dirac (Muniz et d., 2000).

Ptrtrest

Figura 3: (a) estados igudmente provaveis, (b) todos estados tem probabilidade nula de

ocorréncia exceto um unico estado com probabilidade de 100% de ocorréncia.

Determinacdo do Pardmetro de Regularizagdo. Para se ter uma teoria completa é
necessario ter-se méodos paa cdcular 0 padmero a na Eg. (20). O parametro de
regularizacdo é que va redizar o badango entre o teemo da diferenca quadrdica entre os
dados e 0 moddo — termo de fiddidade dos dados - e 0 termo de regularizagéo, termo de
Uavidade dos dados A literaura regidra vaios méodos paa a determinacdo do
multiplicador de Langrange (Bertero e Bocaccio, 1998), como o0 método da curva L e o da
vdidacdo cruzada. Oura metodologia empregada estd baseada no critério da discrepancia
de Morozov .

O citéio basdiase no fao de que a diferenca, ou discrepancia, entre os dados
obsarvacionais e os dados do moddo devem ter a mesma magnitude do ero de medida
Destamaneira, se d éerro no processo de medida, @ é araiz da equacéo

|AQ) - f[.. =d. (19

O critério da discrepandia foi vdidado também para o caso do Operador de entropia de dta
ordem (Muniz &t d., 2000).

Solugdo do Problema de Otimizagdo. A solucdo € obtida resolvendo o problema de
atimizecdo (15. Ha uma grande variedade de méodos na literatura, divididos em 2 grandes
grupos méodos determinigticos e estocasticos.

Determinidas: méxima descida, méodo de Newton, quaese-Newton. Gradiente

Conjugado, Método de L evenberg-Marquadt, Mé&odo Smplex.

Egtocadticoss Recozimento smulado (SA), Algoritmos genéticos (GA), busca Tabu,

otimizago extrema.

Méodos hibridos Combinam a edratégia de busca globd dos méodos estocésticos

com buscalocad dos métodos deterministas (GAPlex, SAPlex)




4. APLICACOES

H& hoe um nimero explosvo de aplicagbes de problemas inversos usando solugBes
regularizadas. Aqui veremos somente 3, com o intuito de exemplificar o método.

4.1 Inversdo Magnetotellrica (IM)

Aress désdcas de problemes invesos sio:  gedfisica, tranderéncia de  cdor,
recongrucdo de imagens. A aea de gedfisca esta ligada a0 maor negécio do planeta, a
aea do petrdeo, em paticular em prospeccdn. Ha outras aplicagbes relevantes em
geofisca, como mineracdo e busca de &gua subterrénea. A metodologia mas empregada
nesta area € 0 uso de méodos sismicos, onde cargas (excitagdo atificia no ssema) o
detonadas e regsros sdo cgptados pelo geofones. Inversdo magnetotdlrica esta baseada
em fontes detromagnéticas naturals — raos cosmicos por exemplo — onde magnetdmetros
S0 usados para regisrar 0 campo geomagnético na superficie da Terra O problema direto
€ estabel ecido pdas equaghes de Maxwell do eetromagnetismo.

Uma idda paa relver o problema € a busca de solugBes regulares, mas com
descontinuidade de forma.  Um operador de regularizacdo com esta propriedade é obtido
minimizando aentropia de 1* ordem (Campos Veho e Ramos, 1997).

{a] True model (B mp=10,4 =10

(e} =0, ¥ = 0.03 (d} 4o =003, 5 =0

Figura 4: Mapas de condutividade eéricaem IM: (&) mode o verdadeiro, (b) inversio sem
regularizacéo, (C) regularizacdo MinEnt-1, (d) regularizacdo MaxEnt-0.

4.2 - Estimacao de Perfisde Temperatura Atmosféricos

Uma das conquidas da tecnologia modena foi a cgpacidade de mehorar
dgnificativamente a previssio do tempo. Uma das etgpas essencias nede processo foi a



melhoria do ssema de observacdo da Tera Assm  sadites meteoroldgicos fazem parte
dete sgema Dividindo a amosfera em vaios niveis de edratificacdo e usando a
goroximagdo do corpo negro para cada camada amodérica, a energia radiante é transferida
de acordo com a equacéo de Schwarschild:

TS0 )1 )= B €,
: @)
2hl

BI (T) =C—2[m (fun(}a)deHka)

O problema inverso foi resolvido com um operador entrépico de regularizecio de 22
ordem (Ramos et d., 1999)

Fgura5: Edimacéo do perfil vertica de temperatura atmosférica onde € mostrado
adependénciada esimativainicia

4.3 Egtimagc&o de Propriedades em Otica Hidroldgica

O moddo maeméico para representar a intenddade luminosa pode s expresso pea
equacéo de Boltzmann linear:

Vo

d b
m%ﬂ_(z’x):mfp(z X'® X)dW+S (2)

onde L é a radiancia, z é a egpessura Otica, a e b sGo os codficientes de abisorgéo e
espahamento, respectivamente (a razéo b/(a+b) € o dbedo), S € o termo de fonte ou
sumidouro, X € a direcdo do féton. Trés méodos tem Sdo usados para resolver o problema



dirgto: insercdo invaiante (Stephan et d., 1998, 2000), mé&odo Sy anditico (Chahoub et
d, 2000; Chahoub e Campaos Vdho, 2001 e 2002) e LTSy (Retamoso et d., 2000 e 2001).

Vé&ios padmetros (fungbes) na EQ.(21) tem importdhcia econdmica, ecoldgica e
militar. A tabela aaxo ilusra dguns casos resolvidos no grupo de problemas inversos do
INPE, onde CC dgnifica condicio de contorno.

Tabda 2. Esimacio de propriedades em dtica hidrologica

Casos Propriedade Método Direto Otimizador Regulariz.
@ S2) Inser. Inv. Q-Newton (Nag)/GA -
) S2),a,b Inser. Inv. Q-Newton (Nag) MaxEnt-0
3 b(x) S padréo Q-Newton (Nag) MaxEnt-0
) b(x), wo S anditico L-M (IMQL) -
) C.C. LTS Q-Newton (Nag) MaxEnt-0

5.NOVASMETODOLOGIAS

Praicamente a cada dia surge uma nova metodologia de resolucdo de problemas
inversos, por exemplo a gplicagd de uma nova funcéo de regularizacédo usando a entropia
ndo-extendva (Shiguemori e d, 2002). Mas neste texto nos redringimos a comentar duas
técnicas que emergiram daintdigénda artificia (computaciond).

5.1 Algoritmo Genético

A idéa de computacdo evolucionaria gpareceu na década de 60, mas foi com o livro de
Holland (1975) é que nasce o dgoritmo gendtico (AG). Edes dgoritmos usam como
modelos a teoria da evolugdo de Chales Dawin: dementos computacionas gerando
descendentes para no find sobreviverem os mas aptos. Na verdade AG so dgoritmos de
busca estocédtica de uma solugdo dGtima para uma fungéo cugto. Dedta forma, os dementos
computacionals da populacdo sfo dementos do espaco de busca, que seréo avdiados e
combinados, de td forma, que processo devera tender (individuos restantes gpGs varias
geraches) ao Gtimo da funcdo custo (aptidéo).

Em essénda ha 3 fases importantes na técnica de AG: sdecdo dos pais cruzamento
(crossover) e amutacdo. Para muitos autores, a mutacdo € a etgpa mais importante.

Num pseudocddigo os passos do dgoritmo o

() Avdiae sdecionaa P(t) apartir de P(t-1);

(i)  AlteraP(t): cruzamento e mutacéo;

(i)  Voltaao passo (i) aé dingir convergénda

Embaa os AG tenham ddo gplicados para problemas de otimizacdo combinatéria, por
sr mas dmples combinar uma cadda de caacteres de 0s e 1's, ha hoje dgoritmos
usando nUMercs reais, que é 0 casd Mas comum da comunidade de Pls. Um pseudo-cédigo
paraum AG usando nimeros reais € descrito abaixo:

0] Avdie os dementos da populacdo e fagca uma ordenacdo; apOs promover a

sdecéo (agoritmo tipo roleta ou torneio)

(ii) Faca 0 cruzamento: h& vaias mandiras, uma deas é o cruzamento geométrico:

filho = (pai1)® (paiz) %, d T [0, 1], asim pode-sefixar: d = 05.



L 1% +D(

. w - %) sedigito deaorio for O
(i)  Mutegdo: X P

1 % - Dt,x -1,,) sedgito aestorio for 1
D(t, y) =[1- r(l'”T)bJ.

inf

Egte procedimento pode ser gplicado no problemainverso da Secéo 3, problema direto
representado pela Eq. (4). Nafuncéo objetivo foi usada a regularizacdo de Tikhonov-0.

Hguras: Resuitados de esimacio de condicéo InICId comAG.
5.2 Redes Neurais

As redes neurais atificias (RNA) so outro exemplo de ferramenta computaciond
inicidmente baseada em modelos nauras o céeébro humano. As RNA so aranjos de
elementos de processamento (neurbnios), 0 moddo de neurdnio atificdd condse de uma
combinecdo linear seguida de uma fungdo de aivacdb — o componente ndo linear do
processamento, Os neurdnios est30 interconectados, com diferentes pesos de conexd. E
um Sstema de processamento dtamente parddo e de controle didtribuido. Vé&ios aranjos
podem e tem Sdo pensado para redes neuras. O mas popular deles € o perceptron de
multicamadas. Outras redes (Funcdo de Base Radid e Corrdacdo em Cascata) também
foram testadas na estimaggo de condigdes de contorno.

0 g [O]

Laver Laser

n N
05 p
iIF O——r op

/" osh

r r r N
_____________ 0 5 10 15 20 25

Figura 6. Representacdo de RNA perceptron de multicamada e estimacéo de fluxo
de cdor no contorno, onde o problema direto é dado pda Eq. (4).

5. COMENTARIOSFINAIS
E fascinante conhecer operadores relativamente smples, mas com a capacidade de

trandformar um problema md-posto em um problema com lugdes suaves e dependéncia
continua dos dadod O Prof. M. Bertero chama a solugdo do tipo da Eg. (15) como o



méodo dos minimos quadrados generdizado. A diferenca entre os méodos esta no tipo de
regularizacdo usada. Nos contexto dos Pls os AGs ndo condituem um novo méodo, mes
estdo concorrendo com outros otimizadores estocadticos pela preferéncia dos usu&ios. Um
aspecto interessante, foi notar que mesmo com auséncdia de ruido nos dados o otimizador
de AG ndo foi cgpaz de encontrar uma boa solucdo, ja usando o0 operador de regularizacdo
bons resultados foram obtidos Nestes casos réo o paamero de regulaizacdo é nuo:
a =0. Todavia, obtémse uma boa inversio com AG com dados contaminados com
ruidos usando-se um funciond com regularizacio @ * O (Figura5).

A Stuacdo ja ndo é a mesma com as redes neuras. O uso das RNAs em PIs vem
crescendo e as redes podem ser usadas mesmo quando néo se tem idéa do moddo direto, o
custo ira recair sobre uma intensa bateria de testes experimentais. Em aplicagbes préticas
RNAs podem s anda mas rdpides do que os méodos tradidonas pois uma vez
treinada (fase de identificacdo dos pesos das conexdes) 0 processo torna-se muito rgpido
(fase de divacdn). Além disso, as RNA permitem a sua implementacdo totamente em
hardware: neurocomputadores.

Findizando, chamo a aencdo que muitos conceitos refletem a visio particular do autor
destas notas. Por exemplo, o Prof. McCormick (2001) apresenta uma classficacdo de
problemas inversos semdhante a0 da do item 3 - Segcéo 2, com agregacéo de mas 2 tipos
de problemainverso: prgeto Gtimo e identificacdo de equaches para 0 moddo direto.
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INVERSE PROBLEMS: BASC CONCEPTSAND APPLICATIONS

Abgtract. Short-Course notes presented at V EMC (Meeting on Computational Modeling),
Nova Friburgo (RJ), organized by IPRJ-UERJ, representing a brief introduction on the
subject. Firstly, the concept and classification on inverse problems are outlined, after that
some “classical” methods for solving these problems are described, with an emphasis on
regularization techniques. In this section several examples are shown and discussed using
the regularization operators. However, new techniques are also commented. Two of these
new techniques are analyzed: neural network and genetic algorithm applied to inverse
problems. The latter schemes are applied to an inverse heat conduction problem.

Keywords: Inverse problems, Regularized solutions, Neural network, Genetic Algorithm.



