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Transformada de Laplace
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Integrais improprias

Se f(x) é definida para a < z < oo, sendo a=cte, entao a
Integral impropria

/OOO f(x)dx = %IB/ORf(a:)dx

se o limite existe.

Qdo. existe o limite a integral impropria € dita
convergente

Qdo. nao existe o limite a integral impropria € dita
divergente
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Exerciclo:

Determine se as integrais improprias a seguir convergem
1 f2 2200 70
2. [ 1,z #0
3. a7,z #0
4. [TxT2,x#0
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Transformada de Laplace (£)

Seja f(x) definidaem 0 < z < oo € seja s uma variavel real
arbitraria a Transformada de Laplace de f(x) é

L{f()} = F(s) = / T e f(2)de

Vs gque torne essa integral convergente
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Condicdes de existénciada L{f(z)}

Nem todas as f(x) admitem a £L{f(z)}

Definicoes:
f(x) ser de ordem exponencial «, i.e.,, existe ctes.
a, M e xy tais que e~ **| f(z)| < M,Vx < xg

f(x) ser continua por partes em |a, b| € existir 0s
limites laterais

Assegurar a convergéncia da integral impropria:
Teorema: Se f(x) é continua por partes em todo
intervalo finito [a,b],b > 0 e f(x) de ordem exponencial
a, entdo a L{f(x)} = F(s) existe para s > «
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Exerciclo:

Determine a £{ f(z)} para as seguintes funcgoes:
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Definicao:

Uma funcéo f(z) € E, se

1. f(x) é definida |a, 00|

2. f(x) é continua por partes |a,b[,b > 0
3. f(x) & de ordem exponencial «
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Propriedades L{f(z)}

Linearidade
L{a1f1(z) + azf2(2)} = aiL{f1(2)} + a2 L{ f2(2)}
Translacao
L{ef(x)} = F(s — a), (s >a+ )
L f(@)} = (~1)" - [F(s)]

Exemplo:
n=1:  Llzf(x)} = —L[F(s)] = —F'(s)
)




Propriedades £{f(z)}

Se f(x) for uma funcgéo periodica, i.e., f(z) = f(z +T),

fOT e_sxf(x)da:.

1] —eTs

Lif(2)} =
f(z)

Se f(z) € E, e se lim,_,g

L{f(%)} _ /:O F(t)dt

Se f(x) € E,,entao,

’ 1
£{/ f(t)dt} = ZF(s)
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.z > 0 existe, entao,



Exercicios

Calcule as seqguintes Transformadas de Laplace
1

z 1
2. L{e*x | Ze‘“sen(i%t)dt}

sen(3x)

1. ]

3. L{tsen(t)dt}
4. L{2x*cosz}

Transformada de Laplace & EDO — p.11/2



Transformada inversa de Laplace
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Definicao

A L Y{F(s)} éafuncdo f(z) tal que
Lif(z)} = F(s)

Uma dada F'(s) pode ter varias, uma ou nenhuma
Transformada de Laplace inversa.

Se existe L7'{F(s)} continua, entdo f(x) é a Unica
transformada inversa continua de F'(s).

Linearidade:
L7 Ha1Fi(s) + asFy(8)} = a1 L7HF1(s) }as L7H Fy(s)}
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Métodos de Calculo

Método das fracdes parciais

Complemento do quadrado:
Todo polinbmio quadratico em s,

as® + bs + ¢
pode ser posto sob a forma
a(s + k)* = h?

em que

b b2
=5 ”—\/C‘@
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Exercicios

Calcule as seqguintes Transformadas inversas de Laplace

[ 2s
1. £L714
1)

. s+ 3
2. L <\(s—|—1)(s—2)}
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AplicacOes a EDO

Transformada de Laplace & EDO — p.16/2



EDO lineares, com coef. ctes.

Prototipo:

dny dn—ly
dxm + L dgn—1 dx

com condicoes iniciais:

Transformada de Laplace & EDO — p.17/2f



Transformada de Laplace de
derivadas

Notacao: L{y(z)} = Y (s)

Teorema:
Se y(x) e suas n — 1 primeiras derivadas sao continuas,
~ . d"y
para z > 0 e sao de ordem exponencial o e se s e FE,,
X

C { d”y} — 5"V (s) — s Vy(0) — sy (0)—

dzn

Em particular,
n=1: L{y'(z)} = sY(s) — ¢
n=2: L{y"(x)} = s*Y(s) — cos — ¢;
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Solucao de problemas de valor inicial

ldéia: Usar a Transformada de Laplace para resolver prob-

lemas de valor inicial de uma so6 vez
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Solucao de problemas de valor inicial

ldéia: Usar a Transformada de Laplace para resolver

problemas de valor inicial de uma so vez

Exemplo: (Caso homogéneo)
Para resolveray’ — 5y =0, y(0) =2, aplica—se a
Transformada de Laplace e obtém-se

L{y'} — 5L{y} = L{0},

entao como ¢y = 2, tem-se gue

sY(s) —2—5Y(s) =0, emque Y (s)= po—

Logo, y(x) = L7H{Y (s)} = 2L

=} = 2e".

8_
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Solucao de problemas de valor inicial

Exemplo: (Caso nao homogéneo)
Para resolver a iy’ — 5y = ¢°*, y(0) = 0, aplica—se a
Transformada de Laplace e obtem—se

L{y'} — 5L{y} = L{e"},

entao como ¢y = 0, tem-se que

sY(s) —5Y(s) = emque Y(s) =

1
(s =5)° (s —5)2

Logo, y(z) = LY ()} = £ Ky} = ae™
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Solucao de problemas de valor inicial

ldéia: E qdo. as solucOes ndo sao dadasemz =0 ?

Exemplo: Pararesolveray’ — 5y =0, y(m) =2,
aplica—se a Transformada de Laplace e obtem—se

L{y'} — 5L{y} = L{0},

entao como ¢y, € desconhecido e tem-se gue

sY(s) —2—5Y(s) =0, emque Y(s) =

Logo, y(z) = L7HY (s)} = coL {5} = coe™.
Entretanto, como y(7) = 2,2 = cpe®® — ¢y = 2e7°" €
assim y(z) = 2e~°P'e’®,
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Solucao de problemas de valor inicial

Exemplo: Para resolver a
' +4y =0, y(0)=2,9(0) =2, aplica—se a
Transformada de Laplace e obtém-se

L{y"} —4L{y} = L{0},
entao como Co = 2, C1 = 2, tem-se qgue

25 2
sY () —2s—2+4Y (s) =0, Y(s) = (52 + 4) " (s*+4)
Logo, y(z) = L7H{Y (s)} = 25_1{(3214) T (822—+4)} -

2 cos(2x) + sen(2x)
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Exercicios

Resolva as seguintes EDO por meio do método da
Transformada de Laplace

y' — vy — 2y =4z%y(0) = 1,y'(0) =4
y" + 4y’ + 8y = sen(x);y(0) =1,4'(0) =0

y" —y' =e%y(0) =0,y(0) =1,y"(0) =0
Dica: use o método de fragcbes parciais
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Resolucao de sistemas de EDO
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Sistemas de EDO

Sejay = y(x), z = z(x) no sistema de EDO
Y +z2=u
2+ 4y =0
com as condicoes Iniciais
y(0) =1, 2(0) = -1

Usando a notacao L{y(x)} =Y (s) e L{z(x)}
pode—se reescrever o sistema

1
o2

sY(s) — 1] + Z(s) -
sZ(s) +1]+4Y(s) =0

= Z(s)
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(cont.)

Arrumando os termos

Logo,
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(cont.)

Aplicando o metodo das fracdes parciais e tomando a
Transformada inversa de Laplace

y(e) = LY ) = £ + 5 + e
_ 1 7 2 3 —2x
— _Z -+ Z@ -+ Ze

“(0) = LA} = £ - 4(57— 2) " 4(51 %))

7 3
:ZE+162$—|—16_2$

Transformada de Laplace & EDO — p.24/2



Exercicios

Resolva os seguintes sistemas de EDO em que
w=w(z),y =y(x) e z = z(x) utilizando o método da

Transformada de Laplace.

w' +y = sen(x)
y/ s e®
Ztwty=1

em que as condicoes iniciais sao
w(0) =0,y(0) =1,2(0) =1
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Exercicios

Resolva os seguintes sistemas de EDO em que
w=w(z),y =y(x) e z = z(x) utilizando o método da
Transformada de Laplace.

w' +y+z=-1
w+y' —z2=0
—w’—y’—I—z”:O

em que as condic¢des iniciais sdo w(0) = 0,w’(0) =
1,y(0) =0,9(0) =0,2(0) = —1,2'(0) = 1.
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Fim do Tomo
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